Résumé des cours de 1984-1985"

[Dans le cours de 1985-1986, on montrera que ces propriétés entrainent la
suivante :

(d) L’image de G, — 1;1 (G.'Sp,,) (Q) est ouverte pour la topologie adélique.]

La propriété End (A) = Z, 3 elle seule, n'est pas suffisante pour entrainer
(a), (b), (c) : il existe un contre-exemple de MUMFORD pour 7 = 4. On peut
toutefois démontrer le résultat suivant :

2.2.8. Supposons que End (A) =Z et que n soit impair (ou n =2, ou
n = 6). Alors les propriétés (a), (b), (c) ci-dessus sont vraies ; on a

G = G, Sp,,
pour tout €.

(Un énoncé analogue avait déja été démontré par K. Riser pour le groupe
de MUMFORD-TATE.)

2.3, Indications sur les démonstrations

Au moyen du théoréme d'irréductibilité de Hilbert, on se raméne au cas ol
le corps de base K est un corps de nombres algébriques. On dispose alors de
trois types de remseignements sur les G, et les G™:

(i) la théorie générale des représentations £-adiques abéliennes, appliquée a
une puissance extérieure convenable de V,, permet d’étudier le groupe C,
(tout comme dans le cas des variétés abéliennes de type CM) ;

(ii) les groupes d’inertie en les places de K divisant ¢ fournissent des sous-
tores 4 1 parametre de G.* (définis sur une extension convenable de Q) qui
n’ont que deux poids, le poids «0» et le poids « 1 », avec multiplicité n
chacun ; de tels sous-tores restreignent considérablement la structure du
groupe S, ;

(iii) les places de K ne divisant pas €, et ot A a bonne réduction, donnent
des « tores de Frobenius » qui sont essentiellement indépendants de €, et ont
des propriétés tres particuli¢res (dues notamment aux pentes des polygones de
Newton, comme I'a remarqué Y. ZARHIN).

En combinant ces informations 3 2.2.2. (FALTINGS), on prouve 22 iy 2234
29.4. et 2.2.7. La démonstration de 22.8. est plus délicate ; elle utilise
notamment la classification des représentations « minuscules » des groupes
simples.

Signalons également que certains des résultats ci-dessus (par exemple 2.2.2.,
99.3., 2.2.4., 2.2.5. et 2.2.7.) sont vrais lorsque le corps de base K est une
extension de type fini d’un corps fini.

SEMINAIRES
D. BERTRAND, Variétés abéliennes, groupes de Galois et transcendance
(2 exposés).

1
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Annuaire du Collége de France (1986), 95-99

Le cou inué i : Scé
LI dr.s a contmu_e celui de I'année précédente, consacré aux représenta
-adiques associées aux variétés abéli ,
éliennes. Il s’est surto é 2
L : ut attaché a |
« variation avec ¢ » des groupes de Galois considérés. o

1. Notations
K est une extension finie de Q, de cl6 K
, de cloéture algébri :
groupe de Galois Gal (ﬁ/ K). gritne B g on, ot g e
A est une variété abélienne sur K, de dimension n=1

Pour i
tout nombre premier €, T, est le module de Tate de A relativement i

f 3 Zf'm I 2 . LC Ioupe Opel € Sur I pa] une

Pe: Gk — Aut (Ty) = GL,,(Z,).

g ¥ >

LlIlla (=% dt’. cette IBPTESEIltatIUII est notée G (] le gloupe GK{/ est le
K

grOupe de Ga[OlS deS « pOllltS de 6 —lelS!.O!) » dc A

La famille des py, pour € premier, définit un homomorphisme

: G
p: Gk — TGy, C IT Aut (T).

L
e groupe p(Gg) est le groupe de Galois des points de torsion de A
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2. Résultats

2.1. Indépendance des pe

Disons que les représentations pe sont indépendantes sur K si I’homomor-

phisme p: Gk — l;I Gy ¢ est surjectif, 1.e. si p(Gg) est égal au produit des
Gy e

TutorsME 1 - Il existe une extension finie K' de K telle que les pe soient
indépendantes sur X'.

(Bien entendu, K’ dépend de la vari€té abélienne A considérée.)
Ce résultat peut se reformuler de la maniére suivante :

THEOREME 1 - Si K est assez grand, p(Gg) est un sous-groupe ouvert du
produit des G-

2.2. Homothéties

On sait (BOGOMOLOV) que Gy ¢ contient un sous-groupe ouvert du groupe
Z:, des homothéties. Notons ¢(€) lindice de Z; N Gy, dans Z. D’aprés une
conjecture de S. Lang, on devrait avoir ¢(€) = 1 pour ¢ assez grand. On peut
prouver le résultat plus faible suivant (dailleurs suffisant pour les applications
que Lang avait en vue) :

TuEOREME 2 - Les entiers c(€) restent bornés quand € varie.

Vu le th. 1, ce résultat équivaut a:

THEOREME 2’ - Il existe un entier ¢ = 1 tel que le groupe p(Gg) contienne
toutes les homothéties de L’ = 1'8[ Z:, qui sont des puissances c-iemes.

Une autre fagon d’énoncer le th. 2' consiste a dire qu'il existe un entier
¢ =1 ayant la propriété suivante :

pour tout entier m = 1, il existe Sm € Gy tel que su(x) = mcx pour tout
x € A(K) d'ordre fini premier @ m.

2.3. Comparaison avec le groupe des similitudes symplectiques

Choisissons une polarisation e sur A, ce qui munit chacun des T, d’une
forme alternée e A discriminant # 0 (et méme a discriminant inversible, si €
est assez grand). Le -groupe de Galois Gy, est contenu dans le groupe
GSp(Ty.ee) des similitudes symplectiques de T, relativement 3 e;.

de Lie du groupe ¢-adique G,,.
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THEOREME 3 - Faisons les hypothéses suivc.mtes:
(i) L’anneau End (A) des K-endomorphismes de A est réduit a Z ;

(ii) La dimension n de A est impaire, ou égale 4 2, ou a 6

Alors G, est ouvert dans GSp(T,
- € ; N
pour tilt £ wsaE grank p(T,.e,) pour tout €, et est égal & GSp(T,,e;)

En combinant ce résultat avec le th.1, on obtient :

CoRrOLLAIRE - Si (i) et (ii) s;mr isfai
sat 1
du produit des GSp(Toes). isfaites, p(Gg) est un sous-groupe ouvert

Pour n =1, c i a di
el rém‘:la revient a d.lfe, que p(Gg) est ouvert dans le produit des
) uve une propriété des courbes elliptiques sans multiplications

complexes qui avait fait I'objet du X
Math, 15 (1972), 259331). cours de 1970-1971 (voir aussi Invent.

2.4. Orbites des points de torsion de A

Soit A(K), le sous-grou i K
; pe de torsion de A(K). Si x € AK '
N(x) = ordre de x ; e pos:

d(x) = |Gg-x| = nombre de conjugués de x sur K.

IHE()REME 4 = ;;u 050, que ontienne a e -var € abe-
pp SO A ne Ci 1! UCU sous-variel

lienne # 0 de type CM. Al F our fout 0 t
s ors, 1 1
( A )> . : P e >0, il existe une consiante

d(x) = C(e,A,K):N(x)*¢ pour tout x € A(K).

=

reste vral a C(,lldltlon dy "
rem lace] i € 0 ar 1
p X]J Sal'lt 2 € p € : Cela IESulte

Lors i -variété #* e
que A contient une sous-variété abélienne #= 0 de type CM, cet énoncé
k]

2.5. Groupes de Galois des points de division par €

Soit G 'image de G dans GL(T,/€T = GL, (F al éduction
1 ex(f’) I'i ag . e K.t ’a s ( gl' g) 2,,( g) par réducti
modulo €. L'un des principaux résultats du cours a été de montrer que G (f)
K

est « pres ébri
presque algébrique ». De fagon plus précise, on construit, pour tout ¢

assez grand, un sous éducti
asse ' -groupe réductif connexe H, d éfini
jouit des propriétés suivantes : e 8 Bl G B B ol

2.5.1. Quitte 2 '
Quitte & remplacer K par une extension finie, Gg(€) est contenu dans

H(F;), et son indice e
jrie st borné guand z
contient le groupe dérivé de Hf(l-,c.le)‘n € varie. Pour ¢ assez grand, Gg(¢)

252. L indé
€ rang de H, est indépendant de ¢, et est égal au rang de I'algébre
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2.5.3. La composante neutre du_centre de H, est un tore « indépendant de
¢ » : il s’obtient par réduction (mod €) 2 partir d’un tore défini sur Q. Ce tore
contient le groupe G, des homothéties.

2 5.4. La représentation linéaire de degré 2n de H, définie par le plonge-
ment Hy — GL,, st semi-simple ; son commutant est F¢ ® End (A).

~ Remarque. 11 devrait étre possible de préciser (2.5.2) et (2.5.3) en montrant

que H, est la réduction (mod €) de la composante neutre (Gey de I'enve-
loppe algébrique du groupe €-adique Gy, (du moins pour ¢ assez grand). Cela
n'a pas été fait dans le cours. ’

3. Ingiédients des démonstrations

Il y a dabord ceux déja utilisés dans étude ¢-adique, pour € fixé :
théorémes de Faltings, tores de Frobenius, théorie abélienne, et propriétés des
groupes d'inertie en les places de K divisant €.

On a également besoin de renseignements sur les sous-groupes de GL(F) :

3.1. Sous-groupes d’ordre premier a la caractéristique

Si k est un corps, tout SOus-groupe fini de GLpK), d’ordre premier a la
caractéristique de k, contient un sous-groupe abélien dindice < ¢i(N), oit ci(N)
ne dépend que de N. C’est 1a un théoréme classique de C. Jordan (du moins
lorsque k = C, cas auquel on s raméne sans difficulté). On a reproduit la
démonstration qu’en avait donnée FROBENIUS €N 1911 (Ges. Abh., 111, n® 87-
88). Cette démonstration donne pour log ¢;(N) une majoration de l'ordre de
NZlog N ; d’aprés un résultat récent de B. WEISFEILER (basé sur la classifica-
tion des groupes finis simples) on peut remplacer N?log N par N log N, ce
qui est essentiellement optimal.

3.2. Soﬁs-groupes de GLx(F¢) engeﬁdrés par leurs éléments d’ordre ¢

~ Supposons ¢ = N. Soit G un sous-groupe de GLn(F¢), soit Gy I’ensemble
des éléments de G d’ordre ¢, et soit G* le sous-groupe de G engendré par G
(ou, ce qui revient au méme, le plus petit sous-groupe normal de G d’indice
premier 2 0). Si x € Gy, on peut écrire x SOus la forme exp (X), avec
xt =0 ; les exp (tX) forment un sous-groupe algébrique G,(x) de GLy, défini
“sur F,, et isomorphe au groupe additif G,. Soit G*® le sous-groupe algébrique
- de GLy engendré par les G,(x), pour x € G,. Le groupe G(F,) des Fe
points de G contient évidemment G* ; d'aprés un théoréme de V. Nori, on
a:
Gt = GU(F,)* si & = c(N)
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oun ¢ g é

e ZCEN)f ne dcfpen.d que de N. Ce résultat est particulirement utile lorsque G
git de fagon semi-simple sur F/, car le groupe G*¢ est alors semi-simple, et
peut se relever en caractéristique 0 si cx(N) est bien choisi ’

On applique ceci avec N = 2n, le groupe G étant le groupe de Galoi
GK(?).. D’aprtjas un théoréme- de Faltings, I'action” de ce groupe sur F“’a &t
semi-simple si € est assez grand, d’ou d’aprés (3.2) un groupe sem'-'l e:t
Glo)™. D’autrc? part, la théorie abélienne permet de définir un c:ertailn5 pik
tore de GLy qui commute 2 Gg(€)" ; le groupe réductif connexe H, en es 0:;5:
par ce tore et par Gk(£)"® est celui qui intervient dans (2.5) Uene % 3 rl“3
fgrfzupe, Iie (dzé’ginli), il faut prouver qu’il a les propriétés (2.5.‘1) .il (2.5 4())ISE::1
ait, c'es .5.1) qui est’ le point essentiel ; on i lisant
théoremes de Jordan et de Nori cités ci-dessus, a:;sitr:i:ee 1? t;;loh:ea;:; lc‘ie:

structure des groupes d’inertie en les ivi
et places de K divisant £ di
De la, on passe aux théorémes 1, 2, 3 et 4. = S
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137.

Chere Marie-France,

Comme convenu, voici un résumé de la suite

1. Groupes semi-simple

Je te rappelle ol on en était arrivé : on se place sur un corps k algébriquement

clos de caractéristique p > 0 et on s'intéresse aux SOUS-groupes algébriques G de

GL, satisfaisant aux deux conditions suivantes :

(1) G est un groupe semi-simple,

(2) G est engendré par des sous-groupes (additifs) & un parametre qui sont

de type exponentiel.

On a démontré que, sip = 3 (n)

que de n), un tel gr
satisfaisant & (1); et aussi que, inversement, tout groupe de

e 0 satisfaisant & (1) se réduit modp en un groupe satisfaisant a

caractéristique 0
caractéristiqu

(1) et (2). (Je n’ai pas énoncé explicitement cette réc

de la démonstration.)

2 [Je me suis

est optimal comme le montre le cas de SLn

démonstration dans le cours; cela m’entrainerait trop loin. Pour les applications

que j’ai en vue, la, valeur exacte de ca(n) n'a pas d’importance.]

3 peu prés convaincu que 'on peut prendre ca(n) = n, qui
. Mais je ne compte pas donner la

Le résultat ci-dessus entraine que les types

G considérés sont en nombre fini, et

tres utile dans la suite. 1l entraine par exemple

3 Théoreme — Il existe ca(n) et cs
us soit caractérisé par ses invariants tensoriels de poids < cs(n). ‘

ci-dess

(Si m est un entier = 0
si, pour tout g € GLv qui n’appartient pas a @, il existe

un ®1V, fixé par G mais pas par g, avec 0 < ¢ < m. En d’autres .

tensoriels de poids < m”’

un élément d’

termes, G est le

fizateur des tenseurs de poids

s en caractéristique p >0 (suite)

et son action sur V = k™ est semi-simple ;

(ol ¢;(n) désigne une constante ne dépendant

oupe s’obtient par réduction modp & partir d’un groupe de

“ne dépendent pas de p”. Ce principe sera |

(n) tels que, sip = ca(m), tout groupe G du type

, je dis que G est “caractérisé par ses invariants

de mon cours.

iproque, mais elle résultait

(& conjugaison pres) des groupes

ceci :

< m fixés par G.)
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Démonstration — On se place d’abord en caractéristique 0. On a un nombre fini de
groupes semi-simples A regarder. On sait (¢'est bien connu, et d’ailleurs facile) .
chacun d'eux est déterminé par ses invariants tensoriels ; et, pour chaéun d'e .
nombre fini de tels invariants suffit. On peut donc Choisir u'n es(n) tels que tux uél'
de caractéristique 0 soit caractérisé par ses invariants tensorie:is de pnidlca < ?u (t i

Ceci fait. on choisit pour chaque G une base de ces invariants. et on rédlli? H‘:OZ)
pour des p assez grands pour gue ¢a ait un sens. Le schéma en groupes ﬁx;Lnt e .
invariants est de type fini (sur Z. si Pon veut) et coincide avec le groug;e consid'eE’i
sur Q. II coincide done aussi avec lui en réduction mod p, pourvu que p soiAt aszz

rand. Po il n’ i
gra ur chaque G, il n’y a donc qu'un nombre fini de p & éviter ; d’olt mon

C4(TL).

Je te dis tout de suite & quoi me servira ce résultat; lorsque j'ai (
caractéristique p) un groupe G satisfaisant & (1) et (2), je m’intéresserai a sin
normalisateur N dans GLy et j'aurai envie de plonger le quotient N/G dans ui
GLy avec un W aussi explicite que possible. Or le théoreme ci-dessus dit que
peux le faire en prenant pour W le sous-espace de DRV (i <cs(n)) fixé j.r C; e'
en effet, IV laisse évidemment stable W, et y opéré par l’inte_rmédiaire depN /G
de plus, le théoreme garantit que cette action est fidele. Et le fait que cette acti ’
soit induite par une action tensorielle me sera utile (voir n® 3). o

i Il y a ici une philosophie que j'ai la flemme de détailler, mais qui dit ceci :
si iie pa,r-s d’.un sous-groupe G de GL,(F,) comme je I'ai fait jusqu'ici, le grou <;
G238 qui lui est associé (d’aprés Nori) n’est autre que le groupe des éiément z
GL,, qui fixe les invariants tensoriels de petit degré de G. o

2. Semi-simplicité et nullité du H*!

; \{Les résultats de cette section ne seront pas utilisés dans la suite, mais il
s'insérent naturellement ici.) ’ )

Les deux premi g ¢
iers énoncés sont “géométri -
géométriques” : on se place sur un corps k

de caractéristique p > 0 que 'on peut supposer algébriquement clos.
Théoréme A - Si G C GL,, satisfait a (1) et (2), et si p > cs(n), on a
HYG,V)=0, oaV=k"

Il s’agi i
(Il s’agit du ler groupe de cohomologie de G 4 coefficients dans V', la cohomologie

étant définie par de I “ i
P s cochaines “morphiques” sur . Formulation équivalente :
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Ext}(1,V) =0, ol 1 désigne la représentation unité de G.)

Démonstration — Par dévissage on peut supposer V irréductible. Si V = 1, on
a HYG.1) = Hom(G, G,) = 0. On peut done supposer V irréductible # 1,

Si p est assez grand, on sait que cette représentation est réduction mod p d'une

représentation de caractéristique 0. Or dans cette derniere l'opérateur de Casimir

(induit par l'action de l'algébre de Lie) est # 0. Il le reste done (modp) pour
presque tout p. Or, dés qu'il est # 0. il entraine la nullité de H (G, V) par un
argument standard. (Par exemple, on représente une classe de cohomologie par
une extension 0 — V. — E — 1 — 0 de G-modules, et on doit voir que cette
ément de Casimir opere sur E, est 0 sur 1, et est un

extension est scindée. Or 1él
donc un scindage de E.) Il n'y a

scalaire A # 0 sur V' : son noyau dans E donne

donc qu'un nombre fini de p & exclure, d’'ou le théoreme A.

Remarque — La meilleure valeur de cg(n) semble étre cg(n) =n+1.

Voici une variante du théoreme A :

Théoreme B — Soit p: G — GL,, une représentation linéaire en caractéristique

p d'un groupe semi-simple G. Supposons que :

a) les poids intervenant dans p sont p-restreints;
p

(b) p = c7(n)-
Alors p est semi-simple.

(Il se peut que la condition (a) soit inutile : je n'al pas regardé.)

Démonstration — 11 suffit de voir que, si Vj et V, sont deux représentations de G
satisfaisant & () et dimV; +dimVz €1, alors Exth-(Vl, V3)=0sip= ez(n). Or
on peut récrire Extk (Vi, Vz) comme H LG, W), ot W =V® V,. On applique
alors le théoréme A 2 la représentation W.

(Je m'apergois que, dans mes énoncés, je suppose tantdt que G est contenu

dans le GLy considéré, t
nécessairement fidele. Excuse-moi! On passe sans

lautre, mais dans mon Cours, il me faudra choisir, hélas.)

antdt qu'on a une représentation de G dans GL,, non
difficulté d'un type d’énoncé a

Voici maintenant un théoreme de Nori, que j'avais énoncé dans mon ler cours :

Théoréme C — Soit G un sous-groupe de GLy(

F,), opérant de fagon semi-simple.
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On a alors :
1 n .
HY (G.Fy)=0 si p2=cg(n)

Démonstration *.SUit G le sous-groupe de G engendré par ses p-éléments. Clest
un sous-groupe distingué de G, d'indice premier a p. Il en résulte que G opere d -
: - : ere de
fagon semi-simple sur F (“lemme de Clifford™) et 2t i y
que A (G, F7) se plonge d
groupe H' (G, F7). On est ainsi 2 . e cone
' ) ainsi ramené a prouver la nullité de ce dernier groupe
i.e. cml est ramené au cas ol'u: G est engendré par ses p-éléments. On introduit alors:
: i a : .
enveloppe algébrique G*& de G, que je noterai simplement G pour éviter des
exposants. On 1sa,it que (si p est assez grand) G est égal & G(F,)*. Le théoréme A
montre = uV o= B o 1 :
- C;;u;; H (Q,!V) =0, 00V =Fp, et on a envie de passer de la & la nullité
e HY(G,V). Ce n'est pas tout & fait évident, et je n'ai rien trouvé de mi
le fourbi suivant : T

T ? ;
: ;lll(tG d a)bord, on peut supposer que V' ne contient pas la représentation unité
car ,1) = Hom(G, Z/pZ) = 0 si =
2 = est ceos \k
extension P assez grand). Ceci fait, considére une

0 —V-—FEF—1—0

associée & une classe de cohomologie donnée dans H(G, V). Il nous faut

que cette extension est scindée. A priori, le groupe G n’opére pas sur E (s'il Sm‘uv'er
on appliquerait le théoreme A, et on aurait gagné). On va le forcer & opé pe;alt,
cela, on regarde 'enveloppe algébrique de G dans GLg, ce qui a un seisrer. i e
G es.t engendré par ses p-éléments. Appelons é cette enveloppe, et g 80111 ptlns‘il)ue
de T.Ae ;. on a une projection naturelle g — g, ot g = Lie(G), et ,le ng al da iy
projection s’idzntiﬁe a un sous-G-module W de V. J’ai su;p;sé que Vyne cjnz::li
fmcun sous-module irréductible trivial ; comme ’action i

il en résulte que l'on a [g, W] = W pour tout W C V s?:biss;VG%S]gz—ZZitir:: tci;

la suite exacte

0—W —g—g—0

((); iid:t 51:1::: 1;alrsr;lth;ontenu (J:la.ns (@, 9] ; comme [g,g] = g, cela entraine g = (g, .
i urs antérienr (iue .cette relation erltrafne “g =a” dans GLg,
g o i ass-ez grand) lvlndlce de G dans G(F,) est borné par cg(n).
L il ens.lori w,.et si G est de dimension IV, l'ordre de Q(F ) est

o(n)p , c'est facile & voir. Comme P’ordre de G est < p?, ceci n'est poz;sible

( . .
g q = Py
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projection G — G est une isogénie (on peut méme veir que c'est un isomorphisme).
En particulier G est semi-simple et son H' a valeurs dans V est 0 d'aprés le

théoreme A. si p est assez grand. I extension E est done G-scindée. done a fortiori

G-seindlée. cqfd.
Remarques - 1) Cette démonstration n'est pas tout a fait celle de Nori.

2) Je n'ai aucune idée de la valeur optimum de cg(n), et je préfere ne pas faire

de conjecture & ce sujet : je manque d’exemples.

3. Les groupes de Galois des points de division par ¢ : algébricité

Aprés ces 10 ou 12 cours de préliminaires, j'en viens enfin aux théoremes
principaux. Ce n’est pas trop tot!

On se donne une variété abélienne A de dimension n = 1 sur un corps de
nombres K. Pour tout £, on note G, le groupe de Galois des points de division par
¢. Clest un sous-groupe de Aut(Ae) = GLy(F¢), avec des notations évidentes. On
se propose de montrer que le groupe Gy n’est “pas trés différent” du groupe des
F,-points d’un certain groupe réductif connexe Hy C GLs,. (Conjecturalement, on
devrait pouvoir prendre pour H, la réduction mod £ du groupe de Mumford-Tate.

Mais ce n'est pas du tout comme cela qu'on va le définir.)

Définition des H,
Comme tout groupe réductif connexe qui se respecte, H, s’écrit de fagon
unique : )
,Iiz = Q_e '§ﬂ1
o C, est un tore, et S, un groupe semi-simple, ces deux groupes commutant 1'un

avec I'autre. 1l revient donc au méme de définir H, ou de définir séparément Cp

et S,. Clest ce que je vais faire :

a) Définition de S,

On applique la théorie de Nori au sous-groupe Gj’ de G, engendré par les
¢-éléments de Gg; autrement dit, on définit S, comme I'enveloppe algébrique de
G'cf. Pour ¢ assez grand, on sait que G, agit de fagon semi-simple (théoréme de
Faltings) ; cela entraine que S, est gemi-simple.

1l est bon de noter que la définition de S, dépend du choix du corps de base

K (ce qui peut paraitre aberrant a premiere vue). Mais, si I'on étend les scalaires
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de K A une extension finie K’ 5
> e K' de de :

e : : gré d, le groupe Gy est remplacé par un sous-
groupe d'indice < d. et il en résulte que. si £ > d, le groupe G?‘ ne change pas
non plus bien sir que .5,. Donc. apres extension finie des scalaires. les S, restent
les mémes, o un nombre fini d’exceptions preés -

b) Définition de C';

On suppose K assez grand pour que tout K-endomorphisme de A soit défini
sur K. Soit L le centre de Q @ End(A), et soit L = I1 L; sa décomposition en

produit de corps. Cette décomposition de L induit une décomposition de A, &

isogénie prés :

Je poserai d; = 2.dim(A;)/[L; : Q]. Il est facile de voir que d; est un entier. Plus

précisément, les modules de Tate Ve(A;) sont d
¥ es Qg ® L;-modules lib
dj. Je noteral d la famille des d;. ’ res e rane

; Sm{t 1;[, =[] Ty, le tore sur Q qui représente les éléments inversibles de L
iz =(z;) est un point de T}, j i p¢ i 4y 1. icati !
i L, je noterai z* le point (z;”). L’application z 2

est une isogénie 6 : Ty, — T7,.

.II me faut maintenant faire intervenir un systéme de représentations ¢-adiques
abéliennes, celui défini par le “déterminant relatif & L”. Plus précisément, on a
chaque £ une représentation | e

fe:Gal(K/K) — (Qe® L) =Ti(Qu)

qui donne l'action de Gal(K/K) sur le Q;®L-module libre de rang 1 detq,er, Vz(A)
(Cel-a a un sens car Vp(A) est un Q; ® L-module projectif : sa j-&me coﬁ o:a t .
est libre de rang d;.) On vérifie de fagon essentiellement standard (i.e. comrie d: i
le cas de la multiplication complexe) que c’est 14 une représentation rationnelle nz
sens de mon bouquin & McGill; elle est associée & une représentation (définie szr
Q) f:Sn— T, ot Sy, est 'un des tores ainsi notés dans McGill. Je noterai C le
sous-tore de T, caractérisé par la propriété suivante : ['image de C par l’isogéni

8 : Ty, — Ty, définie plus haut est lo composante neutre de f(Sy). Par construciione
C est un sous-tore de T, défini sur Q. (Si j’étais plus courageux, je te donnerai;
une description explicite directe de C, en termes de 'action de L sur 'espace tan-

gent & A (Le. & la Shimura) ; c’est i
y un exercice embétant, qu'il faud i i
fasse un de ces jours.) ' e e aue e
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Pourquoi ai-je défini ce C' un peu baroque ? Parce que c'est lui qui définit les
C, que je voulais ! En effet. End(4) agit sur les 4, et on peut parler de la réduction
(mod #) du tore T; . ainsi que de son sous-tore ', du moins pour presque tout £.
Ce sont des sous-groupes algébriques (sous-tores) de GLa,/F,. que je noterai T

et C, respectivement.
Note que les éléments de Gy commutent aux endomorphismes de 4. Il en

est done de méme de mon groupe S,, et on en conclut que les groupes Cp et S,

commutent. J'ai donc bien le droit de définir le groupe réductif connexe H, par la
formule :
- 8

H, =,

(Ezemples — Si End(A) est réduit & Z, le groupe C, est simplement le groupe Gy,
des homothéties ; la partie intéressante de H, est alors S,. Par contre, si A est de
type CM, on a S, = {1} et H; =C.)

Maintenant que j’ai défini les H,, je peux énoncer le théoréme principal n° 1 :

Théoréme 1 - Quitte & remplacer K par une extension finie, on a:

(i) Pour tout £ assez grand. Gy est contenu dans le groupe H,(Fy) des Fy-
points de H,.

(i) L'indice de G¢ dans H(F.) reste borné quand { varie.

Une remarque avant de commencer la démonstration : dans tout ce qui suit,

on se borne & des £ suffisamment grands pour que toutes les inégalités du genre

£ > ¢;(2n) des cours précédents soient satisfaites. Je ne le redirai pas & chaque fois.

Démonstration de (i)

D’abord Gy normalise GZ“ donc aussi S,. On a donc
Gy C Ny(Fe),

olt N, est le normalisateur de S, dans GLg,. On est ainsi conduit & regarder
I'image de G dans le groupe (IV,/ S,)(F¢) Notons G cette image ; c’est un groupe
d’ordre premier & £. Or, d'aprés ce qu'on a vu au début, le groupe N,/S, peut se
représenter (grace a une action tensorielle) dans un certain groupe linéaire GLw,
ot dim W est borné en fonction de n uniquement. Choisissons un sous-groupe
abélien normal J; de G d'indice minimum (“J”" est pour “Jordan”). D’apres le
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théoreme de Jordan. on a (G} : J¢) < c. ot ¢ ne depend que de n. Si de plus
¢ est non ramifié dans K (ce qui n’exclut qu'un nombre fini de #) et si [, est

un groupe d'inertie modérée dans G relativement & une place v divisant (. le

* plongement I, — GLyy ne fait intervenir que des caractéres d’amplitude bornée

par une constante ne dépendant que de n. (cela résulte de la construction de W

au moyen de tenseurs de poids bornés). Or [, N .Jp est d'indice < ¢ dans [,. On

en conclut par le théoréme de rigidité des tores d’inertie que. si £ est assez grand,

le groupe Iy commute & Jp: et, par le méme raisonnement, que deux groupes I,

relatifs & des v distincts comnutent entre eux. Le groupe engendré par .J; et les I,
y

est alors abélien normal dans G ; comme J; a été choisi d'indice minimum, cela

entraine I, C Jp pour tout v. Considérons alors les homomorphismes
Gal(K/K) — Gy — Gy — G/ Ju.

1ls correspondent & des extensions K;/K, de groupe de Galois G/ J¢, qui sont de
degré borné (par c) et qui sont non ramifiées en dehors des places de mauvaise
réduction de A (en effet elles ne sont pas ramifiées en £). Ces extensions sont donec
en nombre fini (Hermite). Si 'on remplace K par une extension finie les contenant,
les G, sont remplacés par des sous-groupes des Jp, i.e. deviennent abéliens.

On est donc ramené au cas ou les groupes G, sont abéliens. J'ai besoin d'un
peu mieux : je désire que les G soient contenus dans un tore de N,/S, rationnel
sur F;. Pour cela, le plus commode est d’utiliser les “tores d'inertie” associés aux
places v divisant £. Il n’est pas difficile de voir que ces tores normalisent S (par
exemple parce qu’ils normalisent son algébre de Lie - ou bien parce qu'ils laissent
stable le sous-espace W des tenseurs flxés par §), donc définissent des tores du
quotient N,/S,. Bt 'argument de rigidité utilisé plus haut montre que ces tores
commutent entre eux, donc engendrent un sous-tore de IV,/S, que je noterai X}.
Je dis que, quitte & augmenter K, on a G, C X(F;) pour £ assez grand. En effet,
je peux supposer que A est semi-stable sur K ; cela entraine que l'inertie en les
places de K & mauvaise réduction est unipotente, donc d’image triviale dans G}
(qui est d’ordre premier & £, je le rappelle). Si je note G} l'intersection de G}
et de X5(Fy), il en résulte que l'extension K| de K de groupe de Galois G}/GY
est non ramifié partout. Il n’y a alors qu'a remplacer K par son corps de classes

ey : ;
absolu pour “détruire” toutes ces extensions, i.e. pour se ramener au cas ot G
est contenu dans X;(Fy).

Soit X, I'image réciproque dans N, du tore X; de N,/S,. C’est un groupe
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réductif connexe de groupe dérivé S,. On peut donc 'écrire de fagon unique

§f?

Xy =Dy

ou D, est un tore. commutant a4 S, : et la projection Dy — X est une isogénie.

Puisque G est contenu dans X4(Fy). Gy est contenu dans X, (F¢) (en effet
G, est en tout cas contenu dans L(fg), et Gy est formé de points rationnels sur
F;). On aura donc prouvé (i) si ['on monitre que le tore D, coincide avec le tore
C, défini (si péniblement) au §3.

La premigre chose a faire, c'est de démontrer que le tore D, est contenu dans
le tore Tr.¢ (celui défini par l'action du centre L de End(A), réduit mod£). On
utilise pour cela le théoreme de Faltings qui dit que, pour ¢ grand, le commutant
de G; est F; @ End(A). Comme L), commute 4 Gy, ce théoréme entraine que D,
est contenu dans “le groupe multiplicatif de F¢ ® End(A)”. Mais d'autre part L),
commute 2 F; @ End(A) ; en effet il est contenu dans le groupe engendré par S,
(qui commute évidemment 3 End(A)) et par les tores d'inertie aux places divisant
{ qui commutent tout autant. Ces deux propriétés de D, entrainent bien qu'il est

contenu dans le tore T, ¢.

On est maintenant mieux placé pour prouver l'identité de D, et de C,. En
effet, tous deux sont des sous-tores de Ty, ¢, et il suffit de voir que leurs images par

'isogénie
5 . TL,g ==t T‘r_“g
coincident.
Or ces images sont faciles & déterminer :

— celle de D, est le sous-tore de T', ¢ engendré par les tores d’inertie en £, pour

la représentation detr Vz(A) réduite mod ¢;
— celle de C, est par construction I'image du tore T de McGill réduit mod £.

L'égalité des deux résulte alors de ce qui est fait dans McGill, convenablement
interprété (il faudrait détailler. .. mais il n'y a aucune difficulté de principe : on

connait vraiment bien les représentations abéliennes !).

Ceci achéve la démonstration de (i).
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Démonstration de (i)

Ce n'est pas difficile. Tout d’abord. on sait par la premiére partie du cours

que Gy est d’indice borné dans S,(F,). Utilisant la suite exacte
{1} — S(F¢) — H,(Fi) — (H,/S,)(Fe) — {1}.

on est ramené & prouver que l'image de G dans (H,/S;)(F¢) est d'indice borné.
(est 13 une question “abélienne”, donc facile! On peut par exemple la traiter en

uatilisant le déterminant relatif & L, qui donne une isogénie
dety, : H,/S, — 6(Cy) CTpe.

La théorie abélienne (McGill) montre que I'image de G dans les points rationnels
de 6(C,) est d’indice borné; comme l'isogénie ci-desus est également de degré

borné (facile), on obtient ce que I'on veut.

(Autre possibilité : utiliser les tores d’inertie, qui contiennent beaucoup de
points rationnels provenant de Gy.)

Remarques

1) La démonstration ci-dessus fournit une autre définition du groupe H, : c’est
le groupe algébrique engendré par S, et par les tores d’inertie relatifs aux places
divisant £. (Conjecturalement, les tores d'inertie devraient suffire & engendrer
H,, mais je ne vois pas comment le démontrer. On avait rencontré une situation
analogue dans le cas {-adique.)

2) 11 est naturel de se demander si (ii) peut étre renforcé en :

(ii?) - On a Gg = Hy(F¢) pour £ assez grand.

La réponse est “non”. L’assertion (ii 7) peut étre fausse méme dans le cas CM
j'en ai donné des exemples il y a longtemps (et Ken en a donné d’autres).

3) Le théoréme 1 n’est utile que si 'on montre que les groupes H, sont “assez
gros”, en un sens convenable. Ce sera 1'objet des n® 6 et 7.

4) Jaurais di énoncer explicitement dans le théoreme que le commutant de
_E{ (dans End(A4) = My, (F;)) est Fp ® End(A) si ¢ est assez grand. En effet, on
sait que c’est vrai pour G; d’aprés Faltings ; le commutant en question est donc
contenu dans Fy ® End(A). Et d’autre part, les éléments de H,(F;) commutent &
End(4), on I'a vu en cours de démonstration.
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En particulier. si End(A) = Z, la représentation S, — GLg, est absolument
simple.

5) Plus généralement. si (i.j) est un couple d’entiers donné, les invariants
tensoriels de type (i.j) de Gy et de H; sont les mémes. pour ¢ assez grand (le
“assez grand” dépend bien sur du couple (i.j) choisi). En effet, tout invariant
tensoriel de type (i,J) de G¢ est invariant par S, si £ est assez grand (petit lemme

sur les exponentielles), et aussi par les tores d'inertie (rigidité).

5. Le groupe des homothéties

Lemme — Le tore C' du.§3 b) contient le groupe G, des homothéties.

Si j'avais décrit C explicitement, ce serait évident (du moins je l'espére...).
Comme je ne I'ai pas fait, il me faut utiliser la théorie f-adique exposée 'an dernier.
Celle-ci montre que l’enveloppe algébrique du groupe de Galois f-adique G~ a

pour composante neutre un groupe réductif done le centralisateur connexe est le

tore CQe'
Donc C contient G,

Or cette composante contient les homothéties (Bogomolov — et Deligne).

Une fois ce lemme prouvé, on voit que H, contient G /F, pour £ assez grand.

Vu le théoreme 1, cela entraine :

Théoréme — Il existe une constante c telle que le groupe G¢ contienne un sous-
groupe d’indice < ¢ du groupe F; des homothéties.
(Précisons que ¢ dépend de A et de K.)

J'aimerais bien démontrer que Gy contient Fy tout entier pour £ assez grand,

mais je n'y suis pas parvenu. Ca a pourtant l'air abordable — et c’est vrai dans des

tas de cas particuliers. C’est vexant !

6. Le rang du groupe H,

Soit H e l'enveloppe algébrique du groupe f-adique Gpe. On a vu dans le

cours de I'an dernier que H e a un rang r qui est indépendant de .
Théoreme 2 — Le rang de H, est égal 4 T pour ¢ assez grand.

Démonstration

On utilise 'application cl : GLz, — Aﬁ‘f" qui avait déja servi l'an dernier,

dans le cas f-adique. Je te rappelle ce que c'est :
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2 : :
AfF2" est l'espace affine de dimension 2n privé de I'hyperplan “derniere

‘ LI : ’
coordonnée = (7 : ses points sont des vecteurs (a;..... agp,) avec ag, inversible

. | i . oy 92 y :
¢l est le morphisme de GLy, dans AfF." qui attache & toute matrice inversible

les coefficients de son polynome caractéristique.

On avait vu que. si fI est un sous-groupe réductif connexe de GLy,. cl(H)
est une sous-variété irréductible fermée de AfF?", définie sur Q, et de dimension

égale au rang de H. (On voyait ¢a en remplagant H par un tore maximal.)

On va appliquer ca a la fois en caractéristique 0 et en caractéristique £ > 0.
On s'intéresse d'abord (en caractéristique 0) a des groupes réductifs du type C.Z,
ot C est mon tore usuel, et ¥ est semi-simple commutant & C. A conjugaison
prés (dans une cléture algébrique), il n’y a qu'un nombre fini de tels groupes,
d’oi1, par cl, un nombre fini de sous-variétés™*) P, ..., P, de Aff*", de dimensions
I . 7. La variété cl(H e ) est égale & 'une d’elles, disons Py (on sait en effet que
cl(H;w) est indépendante de £); on peut d’ailleurs caractériser Py directement :
c’est I'adhérence pour la topologie de Zariski des points de Aff2"(Q) attachés aux
endomorphismes de Frobenius des réductions de A, on 'a vu. En particulier, on a

T =T1.

Il faut maintenant passer de la au rang des groupes H;, en caractéristique £.
On va utiliser le fait suivant : si £ est assez grand, H, est la réduction (mod ¢)
d’un groupe réductif conneze du type C.X ci-dessus. J'avais dit ¢a (et je avais
démontré) pour le groupe semi-simple S, , mais c’est aussi vrai (il faut un petit
argument supplémentaire) pour le groupe 4, = C, - 3,. Il en résulte que, toujours
pour £ assez grand, la variété cl(H,) est la réduction (mod £) de l'une des variétés
P; introduites ci-dessus. Le théoréme 2 sera prouvé (et méme précisé ) si je montre
que cl(H,) = Py/¥, pour tout £ assez grand. (Autrement dit, H, et H, ont “le

méme” tore maximal.)

Je choisis d’abord une place v de K ayant la propriété que la classe cl(a,)
de son Frobenius ne se trouve dans atcune des sous-variétés P, N P; distinctes de
Py ; un tel v existe grace a la propriété de densité que j'ai rappelée. Par réduction
(mod £) , on aura la méme propriété pour presque tout ¢ (en effet, si un point n’est
pas dans une sous-variété, il n'y est pas non plus mod £, sauf pour un nombre fini
de valeurs de £). Pour ces ¢ la on est siir que cl(H,) contient P; (ce qui montre

() la lettre P correspond a “polyndme”
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déja que le rang de Hyest >r).

[l faut maintenant prouver que cl(H,) n'est pas plus grand que | ou. ce qui
revient au méme. que le rang de H, est < 7. (Ca devrait étre trivial : on se dit que
le rang ne peut pas augmenter par réduction mod ¢!) Suppose que ce ne soit pas le
cas. et que ce rang soit >+ L. Je vais d’abord prouver que le nombre d’'éléments
de cl(Gy) est > r+l (fe = el™ !, ol ¢ est un nombre > 0 indépendant de ).
Cela se fait ainsi : on choisit un ftore maximal © de H, rationnel sur Fy, et on
remarque que |O(F¢)| > £+!; comme Gy est d’indice borné dans H,(F). U'indice
de Gy NO(F;) dans O(F,) est borné, et 'on a |G NO(Fy)| > 7+". D'autre part,
le morphisme cl : © — AfF?™ est un morphisme fini dont le degré est borné par

exemple par (2n)! On a donc bien :
lcl(Ge)| = [el(Ge N O(Fe))| = |Ge N O(F)|/(2n)! > £

Mais d’autre part cl(G¢) est simplement la réduction (mod £) de cl(G¢=), donc est
contenu dans Py (F;). Puisque Py est une variété de dimension r, son nombre de

points (mod £) est < £7. Contradiction !

Remarque.— On devrait pouvoir simplifier cette démonstration. Intuitivement, un
petit rang signifie “beaucoup de relations multiplicatives entre les valeurs propres
des Frobenius” et lon sait en outre que ces relations sont engendrées par celles
a petits coefficients. Cela devrait suffire 3 montrer que ces relations se voient
aussi bien en caractéristique ¢ qu’en caractéristique 0. (J'ai essayé de rédiger une

démonstration basée sur ce principe, mais je me suis embourbé.)

7. Ot 'on trouve le groupe symplectique

Dans cette section, on s'intéresse au cas ot End(4) = Z (il s’agit des K-
endomorphismes). Le groupe C est alors réduit & G, (homothéties), et les groupes

S, sont absolument irréductibles pour £ grand.

Le rang commun r des groupes Hys (cf ®° 6) est < n+1, du fait que
ces groupes sont contenus dans le groupe des similitudes symplectiques GSp,, =
G m.SPs,,- On a vu dans le cours de 'an dernier que l’on ar = n+1 si et seulement
i Hyeo = GSpapq, pour tout /. Et l'on a vu aussi que 7 = n + 1 dés que n est

impair (ou n = 2, 6 - mais pas n = 4). On va maintenant obtenir un résultat bien

plus précis :

Théoreme 3 — Supposons End(4) =Z etr =n+1. Alors :
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(a) Ge = GSp2n(Fe) pour £ grand,

(b) Gy = GSpay(Zy) pour £ grand.

(c) l'image de Gal(K/K) dans le produit restreint [1' GSp,, (Q;) est ouverte
(pour la topologie adélique). L
Remarques

1) En fait, I'assertion (c) entraine (a) et (b). Mais on démeontrera d’abord (),

puis (b), et on en déduira (c).
2) Quitte a étendre le corps de base, et a faire une isogénie (ce qui ne change
rien), on peut supposer que A admet une polarisation de degré 1. On a alors

Gy C GSp,,(Z¢) pour tout £, et l'assertion (c) prend la forme plus parlante
suivante :

(") L'image de Gal(K/K) dans 1;[ GSp,, (Z:) est ouverte (donc d’indice fini)
pour la topologie produit. 7

Le théoréeme 3 entraine évidemment :

Corollaire — 5i End(A) = Z et si n est impair ou égal @ 2 ou 6, les assertions
(a), (b), (c) ci-dessus sont vraies.

Dans le cas n = 1, on retrouve le théoréme que j'avais publié dans Invent.
Math. 15 (1972).

Deémonstration

Je suppose que A admet une polarisation de degré 1 (cf. Remarque 2 ci-

dessus), ce qui entraine Gpeo C GSpg,(Z¢) pour tout ¢ et a fortiori G, C
GSp;,(Fe)-

Démonstration de (a)

o Le groupe G? est contenu dans GSp,,(F;), et est engendré par des /-
éléments : il est donc contenu dans Sp,, (F¢), et on en déduit (pour £ > 4n
par exemple) que le groupe semi-simple S, est contenu dans Sp, . Pour e_aSSE‘:Z,
grand, 5, jouit donc des deux propriétés suivantes : i

(1) C'est un sous-groupe semi-simple absolument irréductible du groupe
SPzn/F,-

(2) Son rang est n (d’aprés le théoréme 2 et I'hypothese r = n + 1).
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Or les propriétés (1) et (2) entrainent S, = Spa,/F,. du moins pour £ 22
(pour £ = 2. 5, pourrait étre égal & un groupe orthogonal SOgy/F,. groupe qui
jouit manifestement des propriétés (1) et (2) pour n = 2). C'est une question
de systemes de racines. que j'avais expliquée I'an dernier — et je viens d’avoir la
chance de recevoir un preprint de G.M. Seitz (Mem. AMS 365. p. 278), ou c’est
explicitement démontré (et cest de la que je tire le contre-exemple pour £ = 2.

qui m’avait d’abord échappé, oh honte).
Ceci dit, il résulte de ce qui a été fait au début du cours que G =

Spon(Fe)* = Span(Fe) pour ¢ grand. Ainsi, G¢ contient Sp,, (Fe). On regarde

alors la suite exacte :
(*) {1} — Spgn, — GSpa, = Gm — {1},

ot ¢ est "’homomorphisme qui attache a toute similifude son multiplicateur. Sur

F,, cette suite exacte donne :
{1} — Spgn(F¢) — GSpy,(Fr) — Fi — {1}.

De plus, on sait que le composé Gal(K/K) — Gy 5 F; n'est autre que le £-2me
caractere cyclotomique, i.e. celui qui donne action de Gal(EK/K) sur . Si £ est
assez grand, ce caractére est surjectif. Comne G contient Sp,,(F¢), on a donc
bien G = GSpy, (Fe)-

Démonstration de (b)

On travaille avec un £ fixé, et 'on utilise le lemme suivant :

Lemme 1 — Supposons £ = 5. Soit X un sous-groupe fermé de Spa,(Z¢) ayant
pour image Spo,(Fe) por réduction (mod£). Alors X est égal & Spon(Ze)-

Pour n = 1, la démonstration est faite dans McGill, p. IV-23 & IV-24. Cette
démonstration repose essentiellement sur le fait que l'algebre de Lie de SLo est
engendrée (linéairement) par des matrices u telles que u? = 0. Or ce fait se
généralise & Spy,, pour n quelconque. Dol le résultat, par la meéme démonstration.
(Peut-étre y a-t-il une référence dans la littérature qui m’éviterait de refaire la

démonstration ?)

On applique ce lemme au groupe X = adhérence du groupe dérivé de G 11
est clair que X est contenu dans Spy,.(Ze). D'autre part, si ¢ est assez grand, Gpee
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se projette sur GSps,(Fe), donc X se projette sur le groupe dérivé de GSp,,, (F;)
qui nest autre que Sp., (F¢) (pour £ > 5. ici encore). Vu le lemme, on en c:;lclut
que X est égal & GSpy,(Z¢). La démonstration de (b) se termine comme dans le
cas (a). en utilisant la suite exacte

{1} — Span(Zy) — GSp,,(Ze) — Z; — {1}

combinée avec le fait que l'image de x; : Gal(B/K) — Goo 5 Z3 est Z% tout
¢
entier, pour ¢ grand. ¢

Démonstration de (c)

Tci encore, on imite ce qui est fait dans McGill, p. IV-18 4 IV-27. Utilisant de
nouveau un groupe dérivé, ainsi que la suite exacte () de la page précédente, on
se rameéne a prouver 1'énoncé suivant : ’

Lemme 2 — Soit X un sous-groupe fermé de 1;[ SPan(Ze). Supposons que, pour
tout £ (vesp. pour presque tout £), la projection )

&L —> Sp2n(zé)

ait une image ouverte (resp. soit surjective). Alors X est ouvert.

La demonstratlon utilise ].es pI‘OpI‘ietES Suivallt S es oupes 2 = S E
[ d ==

1) A -
(1) Aucun sous-groupe propre de Sp,, (F¢) ne s’applique sur X,. Facile!

(2) A part lestroiscas : n=1,£{=2o0u3 et n =2, £ =2, le groupe %; est
un groupe simple non abélien. Classique ! ‘3

(3) Si £ est assez grand (e.g. £ > 2 i ]
E (e.g n), L¢ n'intervient dans avcun des Ly pour

| (On dit qu'un groupe simple X intervient dans un groupe G si & est isomorphe
a un quotient d'un sous-groupe de G.)

Voici une fagon possible de prouver (3) : on remarque que, pour £ > 2n, tout
£-so1is-groupe de GL2n(Fy ), avec £ # ¢, est abélien (décomposer en SOI‘I]I;'le de
representations irréductibles, et noter que toute représentation irréductible d’un
¢-groupe est de degré 1 ou > ¢). Si donc X, intervenait dans un £, son f-groupe

de Sylow serait abélien in’
: , ce qui n'est pas le cas (sauf pour n = ! i
directement, cf. McGill). e s e fon e
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Une fois armé de ces propriétés, on démontre le lemme 2 tout simplement en
recopiant la démonstration donnée pour n = 1 dans McGill, p. IV-24 a [V-27. Je

n'ai pas envie den dire plus.

8. Compléments

Les théoremes 1. 2 et 3 constituent les résultats principaux du cours. Suivant
le temps qu'il me restera (et mon énergie). je donnerai ou non les compléments

suivants :

8.1 — Généralisation auz corps K de type find sur Q

Sauf erreur, tous les énoncés restent valables dans cette situation plus générale.
La seule différence dans les démonstrations réside dans l'endroit ol j'utilisais
le théoreme de finitude de Hermite (et aussi, un peu, dans I’emploi des tores
d’inertie). Lorsque K est de type fini sur Q, il faut faire un peu plus attention,

mais Raynaud m’a convaincu que ¢a marchait quand méme. On verra bien.

8.2 — Transposition auz corps de fonctions en caractéristique p > 0

Les énoncés sont un peu modifiés, du fait, par exemple, que Gy n'est plus

un sous-groupe cuvert de son enveloppe algébrique.

Toutefois, ¢’est uniquement la partie abélienne qui “ne se remplit pas” : le
reste se remplit comme en caractéristique 0. Par exemple, dans la situation*) du
théoreme 3, on trouve que l'image de Gal(K, K) dans 1;[ GSp,, (Zg) contient un

sous-groupe ouvert du produit des Sp,,,(Z¢) ; par contre son image dans I;I Zj par
’homomorphisme c est loin d’&tre ouverte : elle est isomorphe & %
Quant aux démonstrations, elles sont plutdt plus simples qu’en caractéristique 0

car il n'y a plus lieu de faire intervenir des tores d’inertie : il n'y a plus de places

au-dessus de £!

8.3 — Ezemples numériques

Jaimerais bien faire en genre 2 ce que j’avais fait pour le genre 1, i.e. partir
de courbes de genre 2 explicites, et tacher de dire 3 partir de quand le groupe de
Galois correspondant G devient égal & GSp,(F¢). Dans ce genre de question, les

(*) Attention! Je ne sais pas si le corollaire au théoréme 3 reste vrai en ca-

ractéristique p. Il y a des difficultés car on n'a plus de “tores de Hodge”.
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g tores J’inertie jouent certainement un role essentiel : on devrait s’en tirer en les
utilisant, et en calculant sur machine un trés petit nombre de Frobenius (Mestre

m’en a fourni quelques tables que je n'ai pas commencé & exploiter).

Voila. Je crois que c'est 4 peu prés tout*).

) Peut-étre donnerai-je aussi la démonstration du théoréme de Matthews-
Vaserstein-Weisfeiler et Nori : si ' est un sous-groupe Zariski dense de type fini de
Sp,,(Q), son adhérence dans le groupe adélique [['Sp,, (Q;) est ouverte, i.e. T
a la proprieté d’“approximation forte”. La démons’fra.tion est analogue a ce’lle c.ies
théoremes 1, 2 , 3 ci-dessus, mais nettement plus facile.
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Cher Ken.

T'ai envie de te raconter les démonstrations de quelques résultats que je suis
en train d'exposer dans mon cours, et qui ne figurent pas dans ma lettre a Marie-

France du 10 février.

1. Indépendance des groupes de Galois ¢(-adiques

Les notations sont celles de ma lettre & Marie-France,§ 3 : je note G¢ le groupe
de Galois des points de division par £. Comme il me faut aussi parler du groupe
f-adique correspondant, je note ce dernier Gyeo : ce n'est pas trés commode, mais

je n’ai rien trouvé de mieux.

Théoreme — Si K est assez grand, l'image de

Gk — [[ Ge= (08 Gx = Gal(K/K))
4

est un sous-groupe ouvert du produit des Ggoo.

(On a envie de formuler ca en disant que les extensions de K engendrées par
les points de £*°-division sont presque linéairement disjointes, si K est assez grand.)
Corollaire — Si K est assez grand, limage de Gg — I;I Gy est ouverte.

Bien entendu, ceci n'est vrai que si K est assez grand : Uexemple des courbes
elliptiques & multiplication complexe par Q(v/—d), avec v/ —d & K, le montre.

On peut si 'on veut reformuler le théoréme en disant qu’il existe une suite de
corps K arbitrairement grands (i.e. de réunion K) telle que, pour chacun d’eux,
Gk — I;I Geo s0it surjectif.

1.1. Une propriété préliminaire des Gy

Considérons la propriété suivante de Gy :

(1g) - Le groupe Gy est engendré par Gf el par les groupes d’inertie en les
places de K divisant {.

Je te rappelle que G‘E‘ est par définition le sous-groupe de G, engendré par
les éléments d’ordre une puissance de ¢. Pour £ assez grand, on sailt que c’est aussi

S¢(Fy)™, image de §g(Fg) — Sp(Fy), cf. lettre a Marie-France.
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Proposition - Si K est assez grand, la propriété (1;) est vraie pour tout € assez
gmnd.
(Le "assez grand” relatif & £ dépend du corps K choisi.)

/ N 5 .
Appelle G} le sous-groupe de Gy engendré par G; et par les sous-groupes
Qinertie en les places divisant £. Il est facile de voir que, lorsquon remplace K
par une extension finie, on ne change qu'un nombre fini des G} (car il en est ainsi

de G . ainsi que des groupes d’inertie). D'autre part, on a :

Lemme - Pour { assez grand, G, est égal a son propre groupe dérivé, et c’est
aussi le groupe dérivé de Gy, ainsi que de H;(F,).

(est 13 une propriété générale des groupes réductifs (facile).

Ceci dit, supposons que A soit semi-stable sur K. Notons K; 'extension de
K correspondant au groupe quotient G /G- Cette extension est abélienne, non
ramifiée au-dessus de ¢, et non ramifiée aux places de mauvaise réduction (car les
groupes d'inertie correspondants sont unipotents, donc tombent dans Gj). Donc
K, est contenue dans le corps de classes absolu K’ de K. En remplagant K par

)

K', on gagne.
1.2. Démonstration du théoréme

On suppose & partir de maintenant que K est assez grand pour que P'on ait
(1) pour tout £ assez grand. On se propose de montrer que cela entraine que
Gg — 1;1 G a une image ouverte.

On va d’abord prouver l'indépendance des Gy pour £ assez grand. En
d'autres termes :

Lemme 1.2.1 - Il existe £y (dépendant de K) tel que ’homomorphisme

Gg — H Gpoo
>0
soit surjectif.
Il revient au méme de prouver l'existence d'un £y, tel que, si {1 < ... < &

sont des nombres premiers > £y, 'homomorphisme

G — Gpo x ... X Gy
1 k

soit surjectif.
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On prendra pour £y un nombre premier > 5 tel que. pour tout £ > £g. on ait
les propriétés agréables suivantes :

_ 4 a bonne réduction en les places divisant Z

— (Lg) est vral,

~ G est égal a S¢(Fy)™.

Pour prouver la propriété de surjectivité ci-dessus, on raisonnera par récur-
rence sur k. Je me borne 4 donner 'argument pour k = 2 : le cas général n'est pas
plus difficile.

D’apres le “lemme de Goursat”, tout revient a prouver qu'il n'existe pas
d’homomorphisme surjectif f : Gx — X, olt X est un groupe profini # {1}, qui
se factorise & la fois par Gk — G et par Gg — Geg- On peut de plus supposer

que X est un groupe find simple. 11 y a alors diverses possibilités a distinguer :

(a) X est isomorphe & Z/{Z, ot £ est un nombre premier # 1. Soit G(£1) le
noyau de Gy — Gy, ; c'est un pro-£-groupe. Son image dans X est donc triviale,
i.e. 'homomorphisme Gee — X se factorise par Gp,. Mais Gy, est engendré par
les groupes d'inertie en £, dont I'image dans X est triviale (I'inertie en ¢, ayant

une image triviale dans Gg;u) et par GZ qui est égal & son dérive. Contradiction.
(b) Méme argument, si X ~ Z/UZ avec £ # La.
(c) X est simple non abélien.

Les mémes arguments que ci-dessus montrent que Ggfo — X se factorise
en Gy, — X, et que Gz X est surjectif. Il en résulte que X est un
quotient simple non abélien de gg‘,(ng), autrement dit, c’est un groupe simple
“de Lie de caractéristique £;”, pour i = 1,2. Mais il est connu que, si l'on se
borne aux caractéristiques > 5, il n’y a aucun isomorphisme exceptionnel entre
groupes simples de caractéristiques différentes (du genre SL3(F3) = PSLs (F7),
par exemple) : méme les ordres de ces groupes sont différents ! D’oll encore une

contradiction, ce qui achéve la démonstration du lemme 1.2.1.

Fin de la démonstration du théoréme

On choisit un £p auquel on puisse appliquer 1.2.1, et on note A l'image de Gk

dans I1 Gye. Un argument élémentaire montre que A est ouvert dans ce produit.

i<ty
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Si 'on pose

B= HGEm.

>,
on a un homomorphisme G — A x B dont les deux projections sont surjectives
et l'on est ramené ici encore a un “lemme de Goursat”. Autrement dit. on doit
prouver que si 'on a un homomorphisme surjectif G — X qui se factorise 4 la fois
par Gg — A et par G — B. alors X est fini.

Notons d’abord que l'ordre (profini) de X n’est divisible que par les nombres

A|. lesquels sont en nombre fini. On peut donc choisir un entier

premiers divisant
M > £ tel que

1X|=J] &, avecz(?) €{0,1,2,...,00}
<M . '

et tout revient a voir que les exposants z(f) sont finis.

Pour cela, on commence par prouver que, si £ > M, l'image de Ge (vu
comme sous-groupe de B) dans X est triviale. En effet, comme £ ne divise pas
|X|, cette image se factorise par Gy ; mais les groupes d’inertie en £ ont une image
triviale dans X (du fait que X est quotient de A), et il en est de méme de G,

qui est engendré par des éléments d’ordre £. Il résulte de & que I’homomorphisme

surjectif B — X se factorise par un produit fini partiel :

H Gy — X.
L <E<M

Mais, si £ < £, I'exposant de £ dans l'ordre de ce produit partiel est fini. On
donc z(£) # co pour tout £ < £y. D’autre part, puisque X est quotient de A on \
aussi z(£) # oo pour tout £ > £;. Ceci suffit & prouver que z(#) est fini pou; to i
£, donc que X est fini, ce qui achéve la démonstration du théoréme. ’

2. Ol 'on montre que Gy~ contient “beaucoup” d’homothéties

On sait (Bogomolov) que Gy contient un sous-groupe ouvert du groupe Z*
£

deS h()mot]:let 1es. A.p e].].e € -l? 1ce ns Z d ou l]e me 0ose
p ( ) 1 ].Ild da. u

Theéoréme ~ Quand ¢ varie, les e(£) restent bornés.

Vu le § 1, ce théordme entraine le snivant :
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Théoreme — Il eziste une constante ¢ = o(K,A) = 1 telle que I’image de
Gg — [;I G~ contienne toutes les homothéties qui sont des puissances c-1émes.

Ces théoremes sont moins bons que ce que l'on conjecture d’habitude. & savoir
que e(¢) = 1 pour £ assez grand. ou encore que l'image de Gk contient un sous-
groupe owvert du groupe des homothéties. Ils sont cependant suffisamment bons
pour les applications aux courbes contenant une infinité de points de torsion, a la
Lang.

Pour la démonstration de ces théorémes, il est commode de prouver un peu
plus. Je te rappelle que I’adhérence (pour la topologie de Zariski) de Ge= est un
certain groupe réductif connexe produit d’un tore ¢ essentiellemnent indépendant
de £ par un groupe semi-simple. De fagon plus précise, le tore C se déduit par
le changement de base Q — Q¢ d'un certain sous-tore Cg du tore Ty, attaché au
centre L de Q ® End A. On peut parler des “points de C' a valeurs dans Z;”, qui
forment un groupe que je noterai C(Zy). (Disons en tout cas que cela a un sens
pour presque tout £, par exemple en choisissant un modéle de Cg sur Z.) Appelons
c(£) l'indice de C (Ze) NG dans C(Ze). L'énoncé plus fort que je désire démontrer

est :

Théoreme — Quand £ varie, les c(£) restent bornés.

(Comme e(£) est < ¢(f), c'est bien un résultat plus fort que celui portant

simplement sur les homothéties.)

9.1. Démonstration du théoréme lorsque End A = Z
(J’expose d’abord ce cas particulier, qui est plus simple que le cas général,
mais contient pourtant 'argument essentiel.)

L'énoncé ne concerne que les ¢ assez grands. On peut en particulier supposer
que £ ne divise pas le degré d’une polarisation de A, ce qui fait que Gy est contenu
dans le groupe GSp,,(Ze) des similitudes symplectiques. On note

N: Gspzn sk Gm

Phomomorphisme “norme”, qui attache a toute similitude symplectique son mul-
tiplicateur.

On va associer au groupe Gy Un certain sous-groupe Y de Sp,,(Z¢) défini

de la fagon suivante :
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Pour qu'un élément y de Sp,,(Z¢) appartienne a Y, il faut et il suffit qu’il
episte une homothétie u € Z7. telle que uy € Go=.

(On peut voir Y comme une espece de “projection” de Gg= sur le facteur
Sp,, du groupe GSp,, : ce n'est pas une vraie projection du fait que GSp

. = - o 2n

alest pas le produit de G par Spy,,, mais il ne s’en faut pas de beaucoup : cest

i3 facteur 2 pres, in’ 11 .
vrai & un fact prés, ce qui n'est pas génant pour ce qu'on veut faire.)

Notons d’autre part U le groupe Ge= N Zj, qui est d’indice e(¢) dans Z;
Notons que, si y appartient a Y, 'homothétie u correspondante est bien déterminée
mod U. L’application y — u définit donc un homomorphisme

XY — Z3/U.

Cet homomorphisme est surjectif si £ est grand. En effet, on sait que 'homomor-
phisme composé Gg — GSpy, (Z¢) A Z; est égal au caractére cyclotomique
donc est surjectif. Ceci entraine que, pour tout u € Zj, il existe x € Gy tel que;
N(z) = u®;sil'on posey = ulz,onay €Y et A(y) =u (mod U), ce qui prouve
la surjectivité de A.

Il résulte de ceci que Y a un quotient abélien d’ordre e(£).

S b s
Si je note Y'?* le plus grand quotient abélien de ¥ (qui est un groupe fini), je
suis donc ramené & prouver ceci : ,

(1) Lordre de Y est borné quand £ varie.
C’est de cet énoncé qu’on va maintenant s’occuper.

La premiére chose a fai 8 i i
p chose a faire est de déterminer 'image Yy de Y par l'opération

({3 = ji} ) s .
réduction modulo €”. C'est évidemment un sous-groupe de Sps,, (F;). On peut 1
caractériser ainsi : i | ’ ’

(2) Supposons £ > 3. P s _
i - our qu'un élément z de Sp,, (F¢) appartienne & Y, il
il suffit qu’il eziste v € F} tel que vz € Gy.

1l i 616
est clair que tout élément de Y7 a la propriété en question. Inversement
)

supP?sons que z et v solent comme dans (2). Puisque vz appartient & Gy, je peux
choisir un = dans Gy tel que I'on ait |

T =vz

(je conviens de noter Z la réduction (mod £) d’une matrice)
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Siw = N(z), on a® = N(vz) =v? donc w est un carré (mod £), donc w est
un carré dans Z;. Je peux écrire w = %, avec u € Zj. et je peux méme choisir u

de telle sorte cue T = v. L'élément y = uw~lz appartient alors a Y, et il est clair
que ¥ = . cgfd.
(3) Le groupe Y¢ contient Gy

Comme G}L est contenu dans GSp,, (Fe), et est engendré par les -éléments.

il est contenu dans Sps, (Fe). Le critere (2) s’applique alors avec v = 1.

1l faut maintenant prouver que Yy ne déborde pas trop de G/ . Pour cela, on
rappelle que G est contenu (avec indice borné) dans Hy(¥), ot Hy est un certain
groupe réductif connexe qui a été défini dans les exposés antérieurs. Du fait que
End A = Z, la composante neutre du centre de H, est simplement le groupe G,

des homothéties. Le groupe dérivé S; de H; est un groupe semi-simple, contenu

dans Spyy,/r,. Posons :
S"f = H,E n szn/Fg'

(4) L’indice de S¢ dans S est < 2.
Cela résulte de ce que G, N Spy,F, est d’ordre 2.

Posons alors :
Yy =Y: 0 Se(Fy).

Comme Y; est évidemment contenu dans S4(Fy), on déduit de (4) :
(5) L’indice de Yy dans Yy est < 2.

On a d’autre part :
GF CY) C Se(Fe),

ot 1’on sait aussi que, si £ est assez grand, GY est égal & S (F,)*, image de §g(F@)
dans S¢(F;). Pour de tels £, 'indice de Gf dans Sy(F}) est donc majoré par l'ordre
du groupe fondamental de Sg, ordre que I'on peut majorer de facon uniforme (une

borne grossiere est 2n, ol n = dim A). De ceci, et de (5), résulte :
(6) L'indice de Gy dans Yy est borné (quand £ varie).
Comme le groupe Gy est égal 4 son dérivé (pour £ grand), ceci entraine :
(7) L’ordre de Y est borné.

Notons alors Y (£) le noyau de la projection ¥ — Yy, i.e. I'ensemble des y € ¥
tels que y = 1 (mod £). C’est un pro-{-groupe. Si je montre que son image dans Y°®
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est triviale, cela prouvera que Y — Y est un isomorphisme, et (1) résultera de

(7). Or l'image de Y (¢) dans Y est un f-groupe. En décomposant ce groupe en

morceaux, je suis done ramené a prouver I'énoncé suivant (pour ¢ assez grand) :
(8) Il neriste pas d’homomorphisme surjectif f 2 Y({) — Z/EZ qui soit

YV -invariant, i.e. tel que

flyzy™) = f(z) siyeY. zeY(d).

(Formulation équivalente : Y(£) est contenu dans le groupe dérivé de Y.)

On va utiliser la filtration naturelle du groupe Y'(£). Si N est un entier
> 1, notons Y(EN ) le sous-groupe de Y formé des éléments qui sont congrus a 1
(mod £). On obtient ainsi

Y@ YT ) 3

Les quotients successifs Y (¢V)/Y (£V+1) s’identifient & des F; sous-espaces vecto-
riels vy de l'algébre de Lie sly,/p, (et méme de I'algébre de Lie spon/r,, mais s{
me suffit) ; U'identification se fait comme d’habitude : & un élément y = 1+ ¢z de
Y (£N), on associe la réduction (mod £) de z. Cette identification est compatible
avec l'action de Y par conjugaison; bien entendu Y opére sur les vy & travers

’homomorphisme ¥ — Y de réduction (mod £).
Par un petit dévissage, on voit que (8) résultera de :

(9) Il n’existe pas de sous-espace vectoriel v de Sy, 7, stable par Yo et muni
d’une forme linéaire f : v — Z/{Z surjective telle que

fluvy™ = f(v) sivevetyeY,

3 e g
Comme Y} contient G, il suffira de prouver ceci :

- (10) Si £ est assez grand, l'action de G par conjugaison sur sly, /g, est semi-
simple et ne contient pas la représentation unité.

Comme l'action de G provient de celle de S;(Fy), on déduit (10) de :

(11) L’action de Sp sur sla, par conjugaison est semi-simple, £-restreinte, et
ne contient pas la représentation unité (¢ grand).

1 .
C’est une pure question de groupes semi-simples. On a un groupe semi-simple

ui agit i ; i
qui agit sur un espace vectoriel par une représentation f-restreinte absolument
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irréductible (cette derniere propriété provenant de Faltings, qui nous donne le
commutant de gg). Il s’agit d’en déduire (11). si £ est assez grand par rapport a
la dimension de la représentation. (Si la représentation est de degré 2n. l'inégalité
¢ > dn? devrait suffire, mais peu importe.) Seule la semi-simplicité de 'action n’est
pas évidente. On la démontre par exemple en remontant en caractéristique 0, ou
elle est évidemment vraie. et en remarquant que. du coup, elle reste vraie pour £

assez grand.

Cela achéve la démonstration dans le cas End A = Z. ouf!

9.9, Démonstration du théoréme dans le cas général

On rappelle que L désigne le centre de Q ® End A. Le déterminant d'un
L-automorphisme z (ou Q¢ @ L-automorphisme) est noté N(z); méme notation
modulo £. (Dans une rédaction détaillée, il me faudra étre plus précis, et introduire
l'ordre de L qui opére sur A, sa réduction (mod £), etc. Je m’en dispense ici : ce
genre d’ennuis ne concerne quun nombre fini de £.)

La restriction de N & T, est une isogénie (notée m dans le début du cours) ;
en particulier, NC est un sous-tore de T¢.

On reprend pas & pas la démonstration du n° 2.1. La premiére chose & faire

est de donner la définition de Y :

C'est l'ensemble des automorphismes y du module de Tate Ty = Apse jouissant
des deuz propriétés suivantes :

(a) il eziste u € C(Zy) tel que uy € Gy ;

(b) on a N(y) = 1.

(Noter que (a) entraine que y commute 2 Q ® End A, et en particulier & L;
cela permet de parler de N(y).)

Si U = C(Z¢) N Gees, 0N & cOmMme précédemment un homomorphisme
A:Y — C(Ze)/U.

De plus, cet homomorphisme est presque surjectif, i.e. son conoyau est d’ordre
borné. En effet, la théorie abélienne (McGill!) montre que le sous-groupe de C(Z;)
formé des éléments du type N(z), avec T € G, est d’'indice borné, et le résultat

s'en déduit aussitdt. Imitant 2.1, on voit qu’on est ramené i prouver :
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(1) L'ordre de Y est borné (quand ¢ varie).

On reprend les mémes arguments que dans 2.1. On prouve d'abord que la
réduction Yz de Y (mod £) est contenue (& un groupe d’ordre borné pres) dans le
groupe S(F¢). et contient le groupe S(F¢)*. D'oli 'analogue de (7). i.e. le fait que
Yﬁab est borné. Ceci fait, il reste & généraliser (9) et (10). ce qui se fait exactement de
la méme maniére. On utilise le fait que les éléments de ¥ commutent 4 Q 2 End A :
donc les éléments des espaces vectoriels vy commutent aussi & End A. On est
finalement ramené a montrer que l'action de S; sur les vy ne contient pas la
représentation unité. Or, si Sy fixait un sous-espace w # 0 de 'un des vy, celui-
ci serait contenu dans Fy; ® End A (théoréme de Faltings) ; mais, étant contenu
dans un vy, il commuterait 4 F; ® End 4, i.e. il serait contenu dans le centre
de F; ® End A, que l'on a envie de noter Ly. Mais Y est formé d’éléments de
déterminant 1; donc vy est formé d’éléments de trace 0 (relativement & Lg), et

tout élément de Ly de trace 0 relativement & L, est réduit & 0. Contradiction

(Je me rends bien compte du caractére incomplet de cette démonstration. Mais
les détails manquants ne présentent pas de difficultés sérieuses : on a simplement
besoin d’un peu de théorie abélienne, a la McGill.)



