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1 EinleitungDie vorliegende Arbeit beshäftigt sih mit einer Multi-level Monte-Carlo Methode nahGiles [7℄. Monte-Carlo Methoden �nden Anwendung im Bereih der Finanzmathematik,aber auh in den Naturwissenshaften, wenn zufällige Ereignisse eine Rolle spielen, bei-spielsweise in der Physik, wenn es um die Beshreibung der Bewegung von Teilhen geht.Ziel der Monte-Carlo Methoden ist die Approximation von Erwartungswerten etwa vonder Form E[F (u)] mit einer Zufallsvariable u auf einemWahrsheinlihkeitsraum (Ω,A, P )mit Werten in einem Banahraum B und einem Funktional F : B → R. Hierbei kann uzum Beispiel die Lösung einer stohastishe Di�erentialgleihung sein.Die hier studierten Monte-Carlo Methoden beruhen auf Approximationen un der Zufalls-variable u mit n ∈ N, wobei diese Approximationen aus numerishen Verfahren hervor-gehen. Man hat dabei die Vorstellung, dass die Approximationen un mit wahsendem nbesser werden.In dieser Arbeit wird die klassishe Monte-Carlo Methode und die Multi-level Monte-Carlo Methode zunähst in abstrakter Form für eine beliebige Zufallsvariable u undbeliebige Approximationen vorgestellt. Für ein festes n ∈ N erhält man eine klassisheMonte-Carlo Methode ŶMC auf der Basis unabhängiger Kopien von un ([8℄, [6℄).Die Multi-level Monte-Carlo Methode ŶML verwendet eine Kombination von Approxima-tionen vershiedener Levels aus einer Folge von Approximationen (ul)l∈N0 , die beispiels-weise eine Teilfolge von (un)n∈N sein kann. Der entsheidende Punkt ist, dass u und dieApproximationen ul aus ein und derselben Zufallsvariable w hervorgehen müssen, d.h. esgibt messbare Abbildungen ϕ und ϕl, so dass
u = ϕw, ul = ϕlwfür alle l ∈ N0. Ist u die Lösung einer stohastishen Di�erentialgleihung, so entsprihtdie Zufallsvariable w einer Brownshen Bewegung und die Approximationen ul könnenbeispielsweise aus einem Eulerverfahren hervorgehen, welhes auf den Inkrementen derBrownshen Bewegung basiert.Der gesuhte Erwartungswert E[F (u)] kann durh

E[F (uL)] = E[F (u0)] +

L
∑

l=1

E[F (ul) − F (ul−1)] (1.1)approximiert werden. Hierbei sind ul und ul−1 über die Zufallsvariable w gekoppelt, dennsie sind Komponenten der Zufallsvariable
(ul, ul−1) = (ϕlw,ϕl−1w) : Ω → B × B.5



Die Erwartungswerte auf der rehten Seite von (1.1) werden durh klassishe Monte-CarloMethoden approximiert.Für die Multi-level Monte-Carlo Methoden als auh für die klassishen Monte-CarloMethoden werden, unter gewissen Voraussetzungen an die zugrunde liegenden Appro-ximationen und das Funktional F , Konvergenzordnungen bewiesen. In der vorliegendenArbeit stellen Konvergenzordnungen stets nur obere Shranken für den Fehler in Abhän-gigkeit der Kosten dar.Des Weiteren wird in dieser Arbeit der Einsatz von Monte-Carlo Methoden zur shwa-hen Approximation der Lösung gewisser stohastisher partieller Di�erentialgleihungenbehandelt. Auh hier wird untersuht, inwiefern die Multi-level Monte-Carlo Methode ei-ne Verbesserung zu klassishen Monte-Carlo Methode darstellt.Wir betrahten semilineare SPDEs
∂

∂t
u(t, x) =

∂2

∂x2
u(t, x) + f(t, x, u(t, x)) +

∂

∂x
g(t, x, u(t, x))

+ σ(t, x, u(t, x))
∂2

∂t∂x
W (t, x), t ∈ [0, T ], x ∈ [0, 1]mit Dirihlet-Randbedingungen, Anfangswert u0, sowie einem Brownshen Blatt W undgeeigneten Abbildungen f , g und σ. Man spriht auh von SPDEs mit Raum-Zeit WeiÿemRaushen. Diese Klasse von SPDEs enthält unter anderem auh stohastishe Wärmelei-tungsgleihungen und die stohastishe Burgersgleihung ([3℄, [9℄, [4℄, [21℄). Diese Glei-hungen �nden in der Fluid- und Thermodynamik Anwendung. Die Wärmeleitungsglei-hung dient als Modell für die Ausbreitung eines gelösten Sto�es durh Di�usion oderals Modell für die Wärmeleitung in einem Körper. Ihre Lösung u(t, x) beshreibt dieKonzentration des Sto�es bzw. die Temperatur des Körpers zu einem Zeitpunkt t aneinem Ort x. Die Burgersgleihung hingegen ist ein Modell für eindimensionale Strömun-gen von inkompressiblen newtonshen Flüssigkeiten oder Gasen. Die Lösung u kann alsStrömungsgeshwindigkeit interpretiert werden ([20℄, [12℄).Um starke Approximationen der Lösungen solher SPDEs zu erhalten, werden zwei ver-shiedene Ansätze betrahtet. Zuerst wird ein Di�erenzenverfahren nah Gyöngy ([10℄,[11℄, [1℄) verwendet, welhes sih aus einer Semidiskretisierung der räumlihen Kompo-nente und einer Diskretisierung der Zeit durh ein Eulerverfahren zusammensetzt. Füreine Unterklasse der semilinearen SPDEs, den quasi-linearen SPDEs, sind starke Kon-vergenzordnungen des Di�erenzenverfahrens bekannt. Die stohastishe Burgersgleihunggehört allerdings niht zu diesen quasi-linearen SPDEs und entsprehende Konvergenz-ordnungen des Di�erenzenverfahrens sind niht bekannt. Aufgrund von Abshätzungender Semidiskretisierung der Burgersgleihung können allerdings Vermutungen geäuÿertwerden.Als zweiter Ansatz wird ein Spektral-Galerkin Verfahren nah Müller-Gronbah undRitter ([17℄, [18℄) verwendet. Dieser Ansatz ist für stohastishe Wärmeleitungsgleihun-gen anwendbar, wobei hier sogar x ∈ [0, 1]d für d ∈ N sein darf. Wir betrahten für d = 1Wärmeleitungsgleihungen mit Raum-Zeit Weiÿem Raushen (ID) und für d ∈ N mit6



nuklearem Raushen (TC), das heiÿt der Kovarianz-Operator Q der Brownshen Bewe-gung ist ein Spurklasse-Operator. Auh für die Spektral-Galerkin Verfahren sind starkeKonvergenzordnungen bekannt.Diese starken Approximationen können als Grundlage für die klassishen Monte-CarloMethoden und die Multi-level Monte-Carlo Methoden dienen. Für die Monte-Carlo Me-thoden, die das Di�erenzenverfahren verwenden, erhält man unter der Bedingung u0 ∈
C3([0, 1]) und unter geeigneten Annahmen an das Funktional F Konvergenzordnung 1

8für die klassishe Monte-Carlo Methode und Konvergenzordnung 1
6 für die Multi-levelMonte-Carlo Methode. Mit dem Spektral-Galerkin Verfahren als Grundlage erhält manfür pfadunabhängige lipshitz-stetige Funktionale F im Fall (ID) Konvergenzordnung 1

4für die klassishe Monte-Carlo Methode und fast Konvergenzordnung 1
2 für die Multi-level Methode. Im Fall (TC) erhält man unter geeigneten Annahmen an den Kovarianz-Operator Q Konvergenzordnung 1

3 für die klassishe Monte-Carlo Methode und 1
2 für dieMulti-level Methode. Auh hier ist wieder zu beahten, dass diese Konvergenzordnungenlediglih obere Shranken für den Fehler darstellen.Es wurden klassishe Monte-Carlo Methoden und Multi-level Monte-Carlo Methodenfür vershiedene Gleihungen und zugrunde liegenden Verfahren implementiert. Hierbeiwurden die Fehlerabshätzungen der starken Approximationen verwendet um die Pa-ramter der Monte-Carlo Methoden zu wählen. Es ist mit dieser Grundlage allerdings nurmöglih die Parameter bis auf Konstanten optimal zu wählen. Ein Vergleih der ver-shiedenen Monte-Carlo Methoden zeigt, dass stets die Multi-level Methode eine bessereKonvergenzrate besitzt als die klassishe Monte-Carlo Methode. Besitzt die klassisheMonte-Carlo Methode eine bessere Konvergenzrate als aus der Theorie mindestens her-vorgesagt, so ist auh stets die Konvergenzrate der Multi-level Methode entsprehendgröÿer als die Theorie besagt. Auh am Beispiel der stohastishen Burgersgleihungshneidet die Multi-level Methode deutlih besser ab als die klassishe Monte-Carlo Me-thode. Da die theoretishen Fehlershranken der Monte-Carlo Methoden in allen Fällennur obere Shranken sind, ist der experimentelle Teil dieser Arbeit in seiner Wihtigkeitniht zu untershätzen.
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2 Die Multi-level Monte-Carlo MethodeMonte-Carlo Methoden können benutzt werden, um Integrale zu approximieren. Inbe-sondere können damit Erwartungswerte von Zufallsvariablen näherungsweise berehnetwerden. Wir betrahten zunähst eine Zufallsvariable u auf einem Wahrsheinlihkeits-raum (Ω,A, P ) mit Werten in einem Banahraum (B, ‖.‖). Unser Ziel ist es, eine mög-lihst gute Näherung für den Erwartungswert von F (u) für ein Funktional F : B → Rzu berehnen, wobei wir stets die Integrierbarkeit von F (u) voraussetzen.Allgemein ist eine Monte-Carlo Methode eine Zufallsvariable Ŷ auf einen Wahrshein-lihkeitsraum (Ω̃, Ã, P̃ ) mit Werten in R.De�nition 2.1 Der Fehler einer Monte-Carlo Methode Ŷ (zur Berehnung von E[F (u)])ist de�niert durh
e(Ŷ ) =

(

Ẽ

[

(

Ŷ − E[F (u)]
)2
])

1
2

. (2.1)Hierbei ist der Erwartungswert von F (u) ein Erwartungswert bezüglih des Wahrshein-lihkeitsraums (Ω,A, P ). Dagegen ist der äuÿere Erwartungswert in Bezug auf den Monte-Carlo Wahrsheinlihkeitsraum (Ω̃, Ã, P̃ ) zu verstehen.Für den Fehler gilt
e(Ŷ ) =

(

Ṽ [Ŷ ] +
(

Ẽ[Ŷ ] − E[F (u)]
)2
)

1
2

, (2.2)er setzt sih also aus der Varianz der Monte-Carlo Methode und dem Quadrat der Di�e-renz Ẽ[Ŷ ] − E[F (u)], die als Bias bezeihnet wird, zusammen. Gilt Ẽ[Ŷ ] = E[F (u)], soist der Bias gleih Null und die Methode heiÿt erwartungstreu.2.1 Die klassishe Monte-Carlo MethodeEs sei (un)n∈N eine Folge von Approximationen für u, das heiÿt die un sind Zufallsva-riablen mit Werten in B. Der Einfahheit halber nehmen wir an, dass u und die unZufallsvariablen auf demselben Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,A, P ) sind. Wir setzen au-ÿerdem stets die quadratishe Integrierbarkeit von F (un) voraus.Man stellt sih vor, dass die Folge (un)n∈N in einem geeigneten Sinne gegen u konvergiertund die Approximationen un mit wahsendem n besser werden. Im Idealfall ist un = u
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für alle n ∈ N. Dies wird jedoh im Kontext dieser Arbeit der Ausnahmefall sein.Für ein festes n ist die klassishe Monte-Carlo Methode de�niert durh
ŶMC := Ŷ n,N

MC := N−1
N
∑

j=1

F
(

u(n,j)
)

, (2.3)mit unabhängigen Kopien u(n,1), ..., u(n,N) von un, das bedeutet die u(n,j) sind unabhän-gig und besitzen dieselbe Verteilung wie un.Aufgrund des Starken Gesetzes der Groÿen Zahlen betrahten wir eine Realisierung
ŶMC(ω) mit ω ∈ Ω als Approximation von E[F (u)].Der Einfahheit halber nehmen wir an, dass alle un und u(n,j) Zufallsvariablen auf demsel-ben Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,A, P ) sind. Die beiden Erwartungswerte in der De�ni-tion 2.1 des Fehlers einer Monte-Carlo Methode beziehen sih daher auf denselben Wahr-sheinlihkeitsraum und müssen hier niht mehr untershiedlih gekennzeihnet werden.Im Allgemeinen ist die klassishe Monte-Carlo Methode niht erwartungstreu. Für ihrenFehler gilt

e(ŶMC) =

(

V [ŶMC ] +
(

E[ŶMC ] − E[F (u)]
)2
)

1
2

=
(

N−1V [F (un)] +
(

E[F (un) − F (u)]
)2
)

1
2 (2.4)Für den Spezialfall un = u gilt allerdings die Erwartungstreue. Der Fehler reduziert sihdann zu

e(ŶMC) =
(

N−1V [F (u)]
)

1
2 . (2.5)Für die Kosten einer Monte-Carlo Methode Ŷ soll hier kein Berehenbarkeitsmodell an-gegeben werden. Dazu sei auf [2℄ verwiesen. Wir de�nieren die Kosten C(Ŷ ) einer Monte-Carlo Methode Ŷ als die Anzahl der Aufrufe eines idealen Zufallszahlengenerators, diefür die Simulation einer Realisierung von Ŷ notwendig sind. Als Beispiel betrahten wirdie klassishe Monte-Carlo Methode (2.3). Falls n Aufrufe eines Zufallszahlengeneratorsfür die Berehnung von un benötigt werden, so gilt C

(

Ŷ n,N
MC

)

= Nn.Für zwei Folgen (an)n∈N und (bn)n∈N positiver reeller Zahlen shreiben wir an � bn ,falls supn∈N an/bn < ∞. Auÿerdem shreiben wir an ≍ bn, falls an � bn und bn � an.De�nition 2.2 Eine Folge von Monte-Carlo Methoden (Ŷ n)n∈N besitzt Konvergenzord-nung α > 0, falls gilt
e(Ŷ n) �

(

C(Ŷ n)
)−α

. (2.6)Zu beahten ist hierbei, dass bei dieser De�nition der Konvergenzordnung nur eine obereShranke für den Fehler gegeben ist. Besitzt eine Folge von Monte-Carlo Methoden dieKonvergenzordnung α, so ist es möglih, dass sie auÿerdem Konvergenzordnung β mit
β > α besitzt, in jedem Fall besitzt sie Konvergenzordnung β für alle 0 < β < α.9



Satz 2.1 Sei (un)n∈N eine Folge von Zufallsvariablen, für die es positive Konstanten αund c gibt, so dass für alle n ∈ N gilt(i) ∣∣E[F (un) − F (u)]
∣

∣ ≤ c n−α(ii) V [F (un)] ≤ c(iii) C(F (un)) ≤ c nDann besitzt die Folge (Ŷ n,Nn

MC

)

n∈N

von klassishen Monte-Carlo Methoden mit
Nn := n2αKonvergenzordnung

α

1+2α
. (2.7)Beweis: Wegen (i) und (ii) gilt für den Fehler von ŶMC = Ŷ n,Nn

MC

e(ŶMC) =
(

N−1
n V [F (un)] +

(

E[F (un) − F (u)]
)2
)

1
2

≤
(

c N−1
n + c2 n−2α

)
1
2 .Für die Kosten C(ŶMC) der Monte-Carlo Methode gilt

C(ŶMC) ≤ c Nnn = c n1+2α = c N
1+ 1

2α
n .Durh Umformen erhält man n ≥

(

c−1C(ŶMC)
)

1
1+2α und Nn ≥

(

c−1C(ŶMC)
)

2α
1+2α .Shlieÿlih gibt es eine Konstante c′ > 0, so dass für alle n ∈ N gilt

e(ŶMC) ≤
(

c N−1
n + c2 n−2α

) 1
2

≤
(

c
(

c−1C(ŶMC)
)− 2α

1+2α + c2
(

c−1C(ŶMC)
)− 2α

1+2α

)
1
2

≤ c′ C(ŶMC)−
α

1+2α .

�Für jedes α > 0 ist die Konvergenzordnung α
1+2α ∈ (0, 1

2). Durh die Multi-level Me-thode soll diese Konvergenzordnung verbessert werden. Dabei werden die Varianz undder Bias der Methode reduziert.
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2.2 Die Multi-level Monte-Carlo Methode2.2.1 Das VerfahrenDie nun vorgestellte Multi-level Monte-Carlo Methode geht auf [7℄ zurük. Wir betrahteneine Folge (ul)l∈N0 von Zufallsvariablen, die u approximieren, wobei wir die quadratisheIntegrierbarkeit von F (ul) voraussetzen. Die ul und u seien Bilder einer Zufallsvariable
w : Ω → B̄ mit einem Banahraum B̄, das heiÿt es gibt messbare Abbildungen ϕ : B̄ → Bund ϕl : B̄ → B, so dass

u = ϕw, ul = ϕlw, (2.8)für alle l ∈ N0. Ist beispielsweise u die Lösung einer stohstishen Di�erentialgleihung, soentspriht die Zufallsvariable w der Brownshen Bewegung und die Approximationen ulgehen aus einem Verfahren hervor, das auf den Inkrementen der Brownshen Bewegungbasiert.Im folgenden sei L ∈ N. Um eine Näherung für E[F (u)] zu erhalten, können wir eineApproximation von E[F (uL)] berehnen. Dieser Erwartungswert kann zerlegt werden in
E[F (uL)] = E[F (u0)] +

L
∑

l=1

E[F (ul) − F (ul−1)]. (2.9)Dabei sind die ul und ul−1 in den Di�erenzen F (ul) − F (ul−1) über w gekoppelt, dennsie sind Komponenten der Zufallsvariable
(ul, ul−1) = (ϕlw,ϕl−1w) : Ω → B × B.Im folgenden seien N0, ..., NL ∈ N und

w
(j)
lseien für j = 1, ..., Nl und l = 0, ..., L unabhängige Kopien von w.Wir verwenden w

(1)
0 , ..., w

(N0)
0 zur Approximation von E[F (u0)] durh die klassisheMonte-Carlo Methode

Ŷ0 = N−1
0

N0
∑

j=1

F
(

ϕ0w
(j)
0

)

.Ebenso verwenden wir für l = 1, ..., L die Zufallsvariablen w
(1)
l , ..., w

(Nl)
l zur Approxima-tion von E[F (ul) − F (ul−1)] durh die klassishe Monte-Carlo Methode

Ŷl = N−1
l

Nl
∑

j=1

(

F
(

ϕlw
(j)
l

)

− F
(

ϕl−1w
(j)
l

)

)

.
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Zusammengesetzt erhalten wir die Multi-level Monte-Carlo Methode
ŶML =

L
∑

l=0

Ŷl (2.10)zur Approximation von E[F (u)].Aufgrund der Konstruktion sind
Ŷ0, ..., ŶLunabhängig und es gilt

E[Ŷ0] = E[F (u0)]und
E[Ŷl] = E[F (ul) − F (ul−1)]für l = 1, ..., L.2.2.2 Fehler und KostenNun soll der Fehler der Multi-level Methode betrahtet werden. Bezeihnen wir die Va-rianz von F (u0) mit V0 und die Varianz von F (ul) − F (ul−1) für l = 1, ..., L mit Vl, sogilt aufgrund der Unabhängigkeit der Ŷl für die Varianz von ŶML

V [ŶML] =
L
∑

l=0

N−1
l Vlund für den Fehler gilt

e(ŶML) =

(

V [ŶML] +
(

E[ŶML] − E[F (u)]
)2
)

1
2

=

(

L
∑

l=0

N−1
l Vl +

(

E[F (uL) − F (u)]
)2

)

1
2

. (2.11)Die Kosten von Ŷl bezeihnen wir mit C(Ŷl). Die Gesamtkosten C(ŶML) der Multi-levelMethode ŶML sind dann
C(ŶML) =

L
∑

l=0

C(Ŷl).Die Kosten einer Zufallsvariable mit Werten in R
2 de�nieren wir, in Analogie zu denKosten einer Monte-Carlo Methode mit Werten in R, als die Anzahl der Aufrufe eines12



idealen Zufallszahlengenerators, die benötigt werden, um eine Simulation einer Realisie-rung zu berehnen.Der folgende Satz beweist Shranken für den Fehler der Multi-level Methode in Abhän-gigkeit der Kosten unter bestimmten Annahmen an die zugrunde liegenden Approxima-tionen ul von u. Er geht aus Theorem 1 in [7℄ hervor. Hier ist allerdings die Formuierunggeändert.Satz 2.2 Sei (ul)l∈N0 eine Folge von Zufallsvariablen gemäÿ (2.8) für die es positiveKonstanten α, β, c, γ ≥ 0 und ein M ∈ N mit M ≥ 2 gibt, so dass für alle l ∈ N gilt(i) ∣∣E[F (ul) − F (u)]
∣

∣ ≤ c
(

M l
)−α(ii) V [F (ul) − F (ul−1)] ≤ c

(

M l
)−β(iii) C

(

F (u0)
)

≤ c und C
(

(F (ul), F (ul−1)
)

≤ c
(

M l
)1+γ .Mit der Wahl

Nl =











⌈

(

M l
)−(1+β)/2(

ML
)2α
⌉

, β ≥ 1
⌈

(

M l
)−(1+β)/2(

ML
)2α+(1−β)/2

⌉

, 0 < β < 1für l = 0, ..., L gilt für den Fehler und die Kosten der Multi-level Monte-Carlo Methoden
ŶML = Ŷ L

ML mit L ∈ N

e(ŶML) �































C(ŶML)
−1

2 , β > 1, α ≥ 1
2 , γ = 0

C(ŶML)
−1

2 log
(

C(ŶML)
)

, β = 1, α ≥ 1
2 , γ = 0

C(ŶML)
− α

max(1+γ+2α−β,1+γ) , β < 1, α > 0, γ ≥ 0.Beweis: Wir betrahten zuerst den Fall β = 1 und wählen Nl wie oben. Wegen
Nl ≤

(

M l
)−1(

ML
)2α

+ 1und (iii) gilt für die Kosten der Multi-level Methode
C(ŶML) ≤ c

L
∑

l=0

Nl M l

≤ c

(

L
∑

l=0

(

ML
)2α

+
L
∑

l=0

M l

)

= c

(

(

ML
)2α

(L + 1) +
ML+1 − 1

M − 1

)

≤ c

(

(

ML
)2α

(L + 1) + ML M

M − 1

)

≤ 2 c
(

ML
)2α

(L + 1), (2.12)13



denn α ≥ 1
2 . Wegen 1 ≤ 2 log M gilt

L + 1 ≤ 2L ≤ 8α L log M = 4 log
(

(

ML
)2α
)

≤ 4 log
(

(

ML
)2α

(L + 1)
)und da o.E. c ≥ 1

2 gewählt werden kann, folgt
(

ML
)−α

(L + 1)
1
2 ≤ 4

(

(

ML
)2α

(L + 1)
)− 1

2
log
(

(

ML
)2α

(L + 1)
)

≤ 4(2c)
1
2

(

2c
(

ML
)2α

(L + 1)
)− 1

2
(

log(2c) + log
(

(

ML
)2α

(L + 1)
))

= 4(2c)
1
2

(

2c
(

ML
)2α

(L + 1)
)− 1

2
log
(

2c
(

ML
)2α

(L + 1)
)

� C(ŶML)−
1
2 log

(

C(ŶML)
)mit (2.12), denn für x ≥ y ≥ e2 gilt x− 1

2 log x ≤ y−
1
2 log y und o.E. C(ŶML) ≥ e2. Fürden Fehler folgt mit (i) und (ii)

e(ŶML) =

(

L
∑

l=0

N−1
l Vl +

(

E[F (uL) − F (u)]
)2

)

1
2

≤
(

L
∑

l=0

M l
(

ML
)−2α

c
(

M l
)−1

+ c2
(

ML
)−2α

)

1
2

=
(

c
(

ML
)−2α

(L + 1) + c2
(

ML
)−2α

)
1
2

�
(

ML
)−α

(L + 1)
1
2

� C(ŶML)−
1
2 log

(

C(ŶML)
)

.Als nähstes betrahten wir den Fall β > 1. Mit der entsprehenden Wahl von Nl könnendie Kosten nah oben abgeshätzt werden durh
C(ŶML) ≤ c

L
∑

l=0

Nl M l

≤ c

(

(

ML
)2α

L
∑

l=0

(

M
1−β

2
)l

+

L
∑

l=0

M l

)

≤ c

(

(

ML
)2α 1 −

(

M
1−β

2

)L+1

1 − M
1−β

2

+ ML M

M − 1

)

�
(

ML
)2α

14



und für den Fehler gilt
e(ŶML) =

(

L
∑

l=0

N−1
l Vl +

(

E[F (uL) − F (u)]
)2

)

1
2

≤
(

c
(

ML
)−2α

L
∑

l=0

(

M
1−β

2
)l

+ c2
(

ML
)−2α

)

1
2

�
(

ML
)−α

� C(ŶML)−
1
2Für den Fall 0 < β < 1 kann mit der entsprehenden Wahl von Nl analog gezeigt werden,dass

C(ŶML) �
(

ML
)max(1+γ+2α−β,1+γ)und

e(ŶML) �
(

ML
)−α � C(ŶML)

− α
max(1+γ+2α−β,1+γ) .

�Für den Fall β = 1 kann die zur Fehlershranke
e(ŶML) � C(ŶML)

1
2 log

(

C(ŶML)
)gehörende Konvergenzordnung der Folge von Multi-level Methoden niht explizit ausge-rehnet werden. Zur besseren Veranshaulihung kann man allerdings folgern, dass es zujedem ǫ > 0 ein C0 gibt, so dass

C− 1
2 log(C) ≤ C−( 1

2
−ǫ),für alle C ≥ C0.Bemerkung 2.1 Wir betrahten nun einen wihtigen Spezialfall. Oft ist das Funktional

F Lipshitz-stetig und für eine Folge (ul)l∈N0 von Approximationen, die die Kosten-shranke (iii) aus Satz 2.2 mit einem γ ≥ 0 erfüllt, ist eine Abshätzung der Form
(

E
[

‖ul − u‖2 ]
)

1
2 �

(

M l
)−δmit einem δ > 0 bekannt. Aufgrund der Lipshitz-Stetigkeit von F gilt

∣

∣E[F (ul) − F (u)]
∣

∣ ≤ E
[

c ‖ul − u‖
]

≤ c
(

E
[

‖ul − u‖2 ]
)

1
2 �

(

M l
)−δ
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und
V [F (ul) − F (ul−1)] ≤ E

[

(F (ul) − F (ul−1))
2
]

≤
(

(

E
[

(F (ul) − F (u))2
])

1
2 +

(

E
[

(F (ul−1) − F (u))2
])

1
2

)2

≤
(

(

E
[

(c ‖ul − u‖)2
])

1
2 +

(

E
[

(c ‖ul−1 − u‖)2
])

1
2

)2

�
(

M l
)−2δDie Bedingungen des Satzes 2.2 sind mit α = δ und β = 2δ erfüllt.2.3 Monte-Carlo Methoden am Beispiel stohastisherDi�erentialgleihungenUm von der Multi-level Methode und den bewiesenen Fehlershranken eine bessere Vor-stellung zu bekommen, shauen wir uns zunähst ein Beispiel an.Wir interessieren uns für Erwartungswerte gewisser Funktionale von Lösungen stohasti-sher Di�erentialgleihungen (Abkürzung: SDE). In der Finanzmathematik zum Beispieldienen stohastishe Di�erentialgleihungen zur Beshreibung von Aktienpreisprozessenund die Funktionale entsprehen Auszahlungsfunktionen von Optionen oder anderen De-rivaten. Der Einfahheit halber betrahten wir nur ein-dimensionale stohastishe Pro-zesse.Es sei u = (u(t))0≤t≤T ein stohastisher Prozess mit Werten in R, der eine stohastisheDi�erentialgleihung der Form

du(t) = a(u(t), t) dt + b(u(t), t) dW (t), 0 ≤ t ≤ T (2.13)
u(0) = u0mit Drift a : R × [0, T ] → R, Di�usionskoe�zient b : R × [0, T ] → R und BrownsherBewegung W auf einem Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ) in folgendem Sinne löst. DieAnfangsbedingung u0 sei dazu eine R-wertige Zufallsvariable auf (Ω,F , P ), die unabhän-gig von W ist.De�nition 2.3 Eine starke Lösung einer stohastishen Di�erentialgleihung (2.13) istein stohastisher Prozess u = (u(t))0≤t≤T mit stetigen Pfaden und(i) u(t) ist messbar bezüglih Ft = (σ(u0,W (s), 0 ≤ s ≤ t)∨N ), für alle 0 ≤ t ≤ T , mit

N = {N ⊆ Ω : ∃ G ∈ σ(u0,W (s), 0 ≤ s ≤ ∞) mit N ⊆ G und P (G) = 0},(ii) u(0) = u0 P -fast siher,(iii) ∫ T
0 |a(u(s), s)| + b2(u(s), s)ds < ∞ P -fast siher,(iv) u(t) = u(0) +

∫ t
0 a(u(s), s)ds +

∫ t
0 b(u(s), s)dW für alle 0 ≤ t ≤ T , P -fast siher.

16



Des Weiteren sei F : B → R Lipshitz-stetig, das heiÿt es gibt eine Konstante c > 0, sodass
|F (v) − F (w)| ≤ c ‖v − w‖ ∀v,w ∈ B. (2.14)Für eine pfadunabhängige Auszahlungsfunktion F ist B = R und für eine pfadabhängigeAuszahlungsfunktion ist B = C([0, T ]). Im Folgenden betrahten wir den pfadunabhän-gigen Fall.Unser Ziel ist es, einen Näherungswert für den Erwartungswert von F (u(T )) zu bereh-nen. Am einfahsten ist dies mit Hilfe des Eulerverfahrens und der klassishen Monte-Carlo Methode zu erreihen.2.3.1 Die klassishe Euler-Monte-Carlo MethodeFür das Eulerverfahren mit Shrittweite

h =
T

nbetrahten wir die Zeitdiskretisierung 0 = t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn = T mit ti = i · h undsetzen
un(0) = u(0)

un(ti+1) = un(ti) + a(un(ti), ti) h + b(un(ti), ti) (W (ti+1) − W (ti)) (2.15)für i = 0, . . . , n − 1.Wir verwenden N unabhängige Kopien u(n,1)(T ), ..., u(n,N)(T ) der Euler-Approximation
un(T ) und erhalten die klassishe Monte-Carlo Methode

ŶMC = Ŷ n,N
MC = N−1

N
∑

j=1

F (u(n,j)(T ))zur Approximation von E[F (u(T ))].Unter geeigneten Annahmen an Drift, Di�usionskoe�zient und die Funktion F besitztdas Eulerverfahren shwahe Konvergenzordnung 1 und für den Fehler der Monte-CarloMethode gilt
e(ŶMC) =

(

V [ŶMC ] +
(

E[ŶMC ] − E[F (u(T ))]
)2
)

1
2

=
(

N−1V [F (un(T ))] +
(

E[F (un(T )) − F (u(T ))]
)2
) 1

2

� N− 1
2 + n−1, 17



siehe beispielsweise [16℄.Für die Kosten C(F (un)) gilt
C(F (un)) = n.Damit sind die Voraussetzungen des Satzes 2.1 mit α = 1 erfüllt und die Folge (Ŷ n,Nn

MC )n∈Nvon klassishen Monte-Carlo Methode mit
Nn := n2α = n2besitzt Konvergenzordnung 1

3 , das heiÿt es gilt
e(ŶMC) � C(ŶMC)−

1
3 . (2.16)Wir shauen uns nun an, inwiefern die Multi-level Methode eine Verbesserung der Kon-vergenzordnung bewirkt.2.3.2 Die Multi-level Euler-Monte-Carlo MethodeEs sei u die Lösung der SDE (2.13). Dann ist u(T ) eine Zufallsvariable mit Werten in

B = R. Die Zufallsvariable
w :=

(

W (t)
)

t∈[0,T ]besitzt Werte in B̄ = C([0, T ]). Es sei ϕ : B̄ → B eine messbare Abbildung, die dieLösung der SDE zur Zeit T liefert, das heiÿt
u(T ) = ϕw.Wir �xieren nun M ∈ N, M ≥ 2. Für l ∈ N seien ϕl : B̄ → B Abbildungen, die aus derBrownshen Bewegung die Euler-Approximationen (2.15) zur Zeit T mit Shrittweite

h =
T

M lliefern. Wir setzen
ul(T ) := ϕlw.Damit ist die Multi-level Monte-Carlo Methode

ŶML = Ŷ L
ML =

L
∑

l=0

Ŷl (2.17)für ein L ∈ N und N1, ..., NL ∈ N zur Approximation von E[F (u)] de�niert wie in Kapitel2.2.1, d.h.
Ŷ0 = N−1

0

N0
∑

j=1

F
(

ϕ0w
(j)
0

)
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und
Ŷl = N−1

l

Nl
∑

j=1

(

F
(

ϕlw
(j)
l

)

− F
(

ϕl−1w
(j)
l

)

)mit unabhängigen Kopien w
(j)
l , l = 0, ..., L, j = 1, ..., Nl von w.Zu beahten ist, dass (ϕlv, ϕl−1v) für ein v ∈ B̄ nur über die Inkremente

v

(

i

M l
T

)

− v

(

i − 1

M l
T

)

, i = 1, ...,M lvon v abhängt. Deswegen gilt
C
(

F (ul), F (ul−1)
)

= M l.Bei der Simulation einer solhen Multi-level Methode ist zu beahten, dass eine Realisie-rung der Di�erenz F
(

ϕlw
(j)
l

)

− F
(

ϕl−1w
(j)
l

) auf Diskretisierungen zweier vershiedenerShrittweiten beruht, die aber zum selben Brownshen Pfad gehören. In der Praxis wer-den zuerst die Inkremente der Brownshen Bewegung der feineren Zerlegung simuliertund dann jeweils M dieser Inkremente aufsummiert. So erhält man die Simulationen derInkremente der gröberen Zerlegung.Nun muss überprüft werden, ob die Bedingungen (i) und (ii) des Satzes 2.2 erfüllt sind.Unter geeigneten Annahmen an Drift und Di�usionskoe�zient besitzt das Eulerverfah-ren starke Konvergenzordnung 1
2 und shwahe Konvergenzordnung 1, siehe [16℄. Deshalbfolgt aufgrund der Lipshitz-Stetigkeit (2.14) von F wie in Bemerkung 2.1

V
[

F (ul(T )) − F (ul−1(T ))
]

�
(

M l
)−1und

E
[

F (ul(T )) − F (u(T ))
]

�
(

M l
)−1

.Die Bedingungen (i)�(iii) aus Satz 2.2 sind also mit α = 1, β = 1 und γ = 0 erfüllt. Fürden Fehler erhalten wir somit
e(ŶML) � C(ŶML)−

1
2 log

(

C(ŶML)
)

. (2.18)Die Fehlershranke der Folge (Ŷ L
ML)L∈N

von Multi-level Methoden ist also in der Tatbesser als die der klassishen Monte-Carlo Methoden. Besonders für groÿe Parameter,also für groÿe Kosten C, maht sih der Untershied deutlih bemerkbar. Die Konvergenz-ordnung verbessert sih demnah durh die Multi-level Methode für groÿe C von 1
3 auffast 1

2 . Die Fehlerabshätzungen der jeweiligen Methoden sind leider immer nur bis aufKonstanten bekannt. Es muss auÿerdem beahtet werden, dass die Abshätzungen fürden Fehler nur obere Shranken sind. In Kapitel 5.1 werden die Ergebnisse experimentellüberprüft. 19



Bemerkung 2.2 Für pfadabhängige Funktionale F , also mit B = C([0, T ]), können dieFehlershranken für die klassishe Monte-Carlo Methode als auh für die Multi-level Me-thode analog wie für pfadunabhängige Funktionale hergeleitet werden. Für die klassisheMonte-Carlo Methode erhält man auh hier Konvergenzordnung 1
3 und für die Multi-levelMethode fast Konvergenzordnung 1

2 .

20



3 Starke Approximation semilinearerstohastisher partiellerDi�erentialgleihungenWir wollen uns in diesem Kapitel mit semilinearen stohastishen partiellen Di�erential-gleihungen beshäftigen. Diese Klasse von Di�erentialgleihungen enthält unter anderemdie stohastishe Wärmeleitungsgleihung und die stohastishe Burgersgleihung, wel-he beide in der Physik eine wihtige Rolle spielen. Bis auf sehr wenige Spezialfälle sindexplizite Lösungen dieser Gleihungen niht bekannt.Genauer betrahten wir stohastishe partielle Di�erentialgleihungen (im Folgendenauh SPDEs genannt) der Form
∂

∂t
u(t, x) =

∂2

∂x2
u(t, x) + f(t, x, u(t, x)) +

∂

∂x
g(t, x, u(t, x))

+ σ(t, x, u(t, x))
∂2

∂t∂x
W (t, x) (3.1)mit Dirihlet Randbedingungen

u(t, 0) = u(t, 1) = 0, t ∈ [0, T ] (3.2)und Anfangsbedingungen
u(0, x) = u0(x), x ∈ [0, 1], (3.3)wobei u0 ∈ L2([0, 1]) und f , g, und σ Borel-messbare Funktionen von [0, T ] × [0, 1] × Rnah R sind. Ferner bezeihnet W ein Brownshes Blatt auf einem Wahrsheinlihkeits-raum (Ω,F , P ), welhes im Folgenden de�niert wird.De�nition 3.1 Eine Familie W = (W (t, x))(t,x)∈[0,T ]×[0,1] heiÿt Brownshes Blatt aufeinem Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ), falls(i) W besitzt stetige Pfade,(ii) W ist ein Gauÿ-Prozess mit

E[W (t, x)] = 0und
E[W (t, x)W (s, y)] = (t ∧ s)(x ∧ y)für alle s, t ∈ [0, T ], x, y ∈ [0, 1]. 21



Für ein Brownshes Blatt W ist (Ft)0≤t≤T mit
Ft = σ {W (s, x) : s ∈ [0, t], x ∈ [0, 1]}die kanonishe Filtration.Man sagt auh, dass (3.1) eine stohastishe partielle Di�erentialgleihung mit Raum-ZeitWeiÿem Raushen ist, falls W ein Brownshes Blatt ist.Lemma 3.1 Ist W ein Brownshes Blatt und

0 ≤ t0 < ... < tm ≤ T, 0 ≤ x0 < ... < xn ≤ 1,für m,n ∈ N, so sind die Inkremente
W (ti+1, xk+1) − W (ti, xk+1) − W (ti+1, xk) + W (ti, xk) (3.4)für i = 0, ...,m− 1, k = 0, ..., n− 1 unabhängig und normalverteilt mit Erwartungswert 0und Varianz (ti+1 − ti)(xk+1 − xk).Beweis: Da W ein Gauÿ-Prozess ist, sind die Inkremente gemeinsam normalverteilt.Aufgrund der Linearität des Erwartungswertes folgt, dass der Erwartungswert der Inkre-mente gleih 0 ist. Für die Varianz erhält man

V [W (ti+1, xk+1) − W (ti, xk+1) − W (ti+1, xk) + W (ti, xk)]

= E
[

(

W (ti+1, xk+1) − W (ti, xk+1) − W (ti+1, xk) + W (ti, xk)
)2
]

= (ti+t − ti)(xk+1 − xk)durh Ausmultiplizieren und unter Verwendung der speziellen Form der Kovarianzen.Ebenso kann unter Verwendung der Form der Kovarianzen nahgewiesen werden, dassdie Inkremente unkorreliert sind. Da sie auÿerdem gemeinsam normalverteilt sind, folgtdie Unabhängigkeit der Inkremente. �Es muss noh de�niert werden, was unter einer Lösung der SPDE (3.1)�(3.3) zu ver-stehen ist.De�nition 3.2 Ein L2([0, 1])-wertiger stetiger (Ft)t∈[0,T ]-adaptierter stohastisher Pro-zess u = {u(t, .) : t ∈ [0, T ]} heiÿt (shwahe) Lösung von (3.1)�(3.3), falls P-fast siher
∫ 1

0
u(t, x)ϕ(x) dx =

∫ 1

0
u0(x)ϕ(x) dx +

∫ t

0

∫ 1

0
u(s, x)

∂2

∂x2
ϕ(x) dx ds

+

∫ t

0

∫ 1

0
f(s, x, u(s, x))ϕ(x) dx ds −

∫ t

0

∫ 1

0
g(s, x, u(s, x))

∂

∂x
ϕ(x) dx ds

+

∫ t

0

∫ 1

0
σ(s, x, u(s, x))ϕ(x) dW (s, x)für alle t ∈ [0, T ] und ϕ ∈ C2([0, 1]) mit ϕ(0) = ϕ(1) = 0 gilt. Dabei muss das letzteIntegral auf der rehten Seite als It�-Integral verstanden werden.22



Unter geeigneten Annahmen an f , g, σ und u0 existiert eine shwahe Lösung u von (3.1)�(3.3), die pfadweise eindeutig ist. Damit ist gemeint, dass für zwei shwahe Lösungen uund v gilt
P
[

u(t, x) = v(t, x) ∀ x ∈ [0, 1]
]

= 1 ∀ t ∈ [0, T ].Die Lösung besitzt auÿerdem eine in [0, T ] × [0, 1] stetige Modi�kation, siehe ([9℄, Satz2.1). Im Folgenden betrahten wir stets diese stetige Modi�kation.Wir betrahten auh die etwas kleinere Klasse von Di�erentialgleihungen (3.1)�(3.3),für die g ≡ 0 ist. Diesen Typ von Di�erentialgleihungen nennt man auh quasi-lineareparabolishe SPDEs. Sie sind von der Form
∂

∂t
u(t, x) =

∂2

∂x2
u(t, x) + f(t, x, u(t, x)) + σ(t, x, u(t, x))

∂2

∂t∂x
W (t, x) (3.5)

u(t, 0) = u(t, 1) = 0, t ∈ [0, T ] (3.6)
u(0, x) = u0(x), x ∈ [0, 1]. (3.7)Hierbei seien f und σ lokal beshränkte Borel-Funktionen und u0 sei nun niht mehr nurin L2([0, 1]), sondern sogar stetig und es gelte u0(0) = u0(1) = 0.3.1 Di�erenzenverfahren3.1.1 Quasi-lineare parabolishe stohastishe partielleDi�erentialgleihungenWir betrahten nun ein Verfahren zur Lösung quasi-linearer Di�erentialgleihungen, dasdie Intervalle [0, T ] und [0, 1] diskretisiert. Wir beginnen mit der Diskretisierung derräumlihen Komponente x.SemidiskretisierungDie stohastishe partielle Di�erentialgleihung (3.5)�(3.7) kann durh ein System vonDi�erentialgleihungen approximiert werden. Dabei werden die Ableitungen von u und

W bezüglih x durh endlihe Di�erenzen ersetzt. Wir erhalten somit eine Semidiskreti-sierung
dun(t, xk) = n2

(

un(t, xk+1) − 2un(t, xk) + un(t, xk−1)
)

dt + f(t, xk, u
n(t, xk)) dt

+
√

n σ(t, xk, u
n(t, xk)) d

(√
n
(

W (t, xk+1) − W (t, xk)
))

, k = 1, ..., n − 1(3.8)
un(t, 0) = un(t, 1) = 0, t ∈ [0, T ], (3.9)

un(0, xk) = u0(xk), (3.10)
xk : =

k

n
, k = 0, 1, ..., n, 23



für n ∈ N. Aus den Eigenshaften des Brownshen Blattes folgt, dass
W n :=

(√
n
(

W (., xk+1) − W (., xk)
)

)

k=1,...,n−1eine (n − 1)-dimensionale Brownshe Bewegung ist. Die Semidiskretisierung führt somitauf ein System von stohastishen gewöhnlihen Di�erentialgleihungen.Für x ∈
(

k
n , k+1

n

) de�nieren wir un(t, x) durh lineare Interpolation, d.h.
un(t, x) := un(t, xk) + (nx − k)

(

un(t, xk+1) − un(t, xk)
)

. (3.11)Die folgenden Bedingungen seien für f und σ erfüllt:(L) |f(t, x, r) − f(t, y, p)| + |σ(t, x, r) − σ(t, y, p)| ≤ C(|x − y| 12 + |r − p|),für alle t ∈ [0, T ], x, y ∈ [0, 1], r, p ∈ R und eine Konstante C.(LG) |f(t, x, r)| + |σ(t, x, r)| ≤ C(1 + |r|),für alle t ∈ [0, T ], x ∈ [0, 1], r ∈ R und eine Konstante C.Unter den Bedingungen (L) und (LG) existiert eine shwahe Lösung von (3.5)�(3.7) aufdem Zeitintervall [0, T ], die pfadweise eindeutig ist und für die lineare Interpolation derLösung un = un(t, x) von (3.8)�(3.10) gilt der folgende Satz, siehe ([10℄, Satz 3.1).Satz 3.1 Es gelte (L) und (LG). Dann gibt es für jedes 0 ≤ δ ≤ 1/2, p ≥ 1 und jedes
t ∈ (0, T ] eine Konstante K = K(δ, p, t), so dass

sup
x∈[0,1]

E
[

|un(t, x) − u(t, x)|2p
]

≤ Kn−δp. (3.12)Auÿerdem konvergiert un(t, x) fast siher gegen u(t, x), gleihmäÿig in t ∈ [0, T ] und
x ∈ [0, 1] für jedes T > 0. Ist u0 ∈ C3([0, 1]), so gilt die Abshätzung (3.12) mit δ = 1für alle T > 0 und mit derselben Konstante K für alle t ∈ [0, T ] und alle n ≥ 1.Diskretisierung in Raum und ZeitWir wollen nun das Problem (3.5)�(3.7) auf dem Zeitintervall [0, T ] in Raum und Zeitdiskretisieren. Dazu wenden wir das explizite Eulerverfahren mit Shrittweite

h = Tm−1,

m ∈ N auf die Semidiskretisierung (3.8)�(3.10) an und erhalten das folgende Verfahren
un

m(ti+1, xk) = un
m(ti, xk) + Tm−1n2

(

un
m(ti, xk+1) − 2un

m(ti, xk) + un
m(ti, xk−1)

)

+ Tm−1f(ti, xk, u
n
m(ti, xk))

+ nσ(ti, xk, u
n
m(ti, xk))

(

W (ti+1, xk+1) − W (ti, xk+1) − W (ti+1, xk) + W (ti, xk)
)(3.13)

un
m(ti, 0) = un

m(ti, 1) = 0, i = 0, 1, ...,m, (3.14)
un

m(0, xk) = u0(xk), k = 1, 2, ..., n − 1, (3.15)24



mit
ti :=

i

m
T, xk :=

k

n
.Mit Hilfe der Operatoren ∆n und �nm, de�niert durh

(

∆nu(ti, .)
)

(xk) := n2
(

u(ti, xk+1) − 2u(ti, xk) + u(ti, xk−1)
)

,
(

�nmu(ti, .)
)

(xk) := u(ti+1, xk+1) − u(ti, xk+1) −
(

u(ti+1, xk) − u(ti, xk)
)

,kann (3.13) geshrieben werden als
un

m(ti+1, xk) = un
m(ti, xk) + Tm−1

(

(∆nun
m(ti, .))(xk) + f(ti, xk, u

n
m(ti, xk))

)

+ nσ(ti, xk, u
n
m(ti, xk))�nmW (ti, .)(xk).Wir setzen nun un

m von dem Gitter {(ti, xk) : i = 0, ...,m, k = 0, ..., n} auf D := [0, T ]×
[0, 1] durh bilineare Interpolation fort. Dazu de�nieren wir für (t, x) ∈ (ti, ti+1) ×
(xk, xk+1)

un
m(t, x) := un

m(t, xk) + n(x − xk)
(

un
m(t, xk) − un

m(t, xk+1)
)

,

un
m(t, xk) := un

m(ti, xk) + Tm−1(t − ti)
(

un
m(ti+1, xk) − un

m(ti, xk)
)

. (3.16)Diese Fortsetzung un
m ist auf D stetig.Wir nehmen an, dass(H) |f(t, x, r) − f(s, y, p)| + |σ(t, x, r) − σ(s, y, p)| ≤ C

(

|t − s|1/4 + |x − y|1/2 + |r − p|
)für alle t, s ∈ [0, T ], x, y ∈ [0, 1], r, p ∈ R und eine Konstante C(R) Die Parameter n und m seien so, dass für ein festes q < 1

2 , stets die Ungleihung
n2

m
T ≤ qerfüllt istDa (H) die Bedingungen (L) und (LG) aus Abshnitt 3.1.1 impliziert, existiert unter derBedingung (H) eine shwahe Lösung von (3.5)�(3.7), die pfadweise eindeutig ist. Nah([11℄, Satz 3.2) gilt der folgende Satz.Satz 3.2 Es gelte (H) und (R). Dann sind folgende Aussagen erfüllt.(i) Für jedes 0 < δ1 < 1

4 , 0 < δ2 < 1
2 , p ≥ 1 und jedes t ∈ (0, T ] gibt es eine Konstante

K := K(p, δ1, δ2, t), so dass
sup

x∈[0,1]
E
[

|un
m(t, x) − u(t, x)|2p

]

≤ K
(

m−δ1p + n−δ2p
)

, (3.17)für alle n ≥ 1, m ≥ 1. 25



(ii) Seien n = nk, m = mk Folgen in N, so dass nk ≥ kγ , mk ≥ kγ für alle k ≥ 1 undein γ > 0. Dann gilt fast siher
sup

t∈[0,T ]
sup

x∈[0,1]
|unk

mk
(t, x) − u(t, x)| → 0, k → ∞. (3.18)(iii) Ist auÿerdem u0 ∈ C3([0, 1]), so gilt (3.17) mit δ1 := 1

2 und δ2 := 1 für alle n ≥
1, m ≥ 1 für alle t ∈ [0, T ] mit einer Konstanten K = K(p) unabhängig von t.Anstelle des expliziten Eulerverfahrens können wir auh das implizite Eulerverfahren ver-wenden. Vorteil des impliziten Eulerverfahrens ist, dass die Aussagen des Satzes 3.2 mitdiesem Verfahren auh ohne die Bedingung (R) gelten.Das implizite Eulerverfahren mit Shrittweite h = Tm−1 angewandt auf die Semidis-kretisierung (3.8)�(3.10) lautet wie folgt

unm(ti+1, xk) = unm(ti, xk) + Tm−1(∆nun
m(ti+1, .))(xk) + Tm−1f(ti, xk, u

n
m(ti, xk))

+ nσ(ti, xk, u
n
m(ti, xk))�nmW (ti, .)(xk) (3.19)

unm(ti, 0) = unm(ti, 1) = 0, i = 0, 1, ...,m, (3.20)
unm(0, xk) = u0(xk), k = 1, 2, ..., n − 1. (3.21)Der Operator (I − Tm−1∆n) kann als tridiagonale (n − 1) × (n − 1)-Matrix aufgefasstwerden. Da diese Tridiagonalmatrix auÿerdem diagonaldominant ist, ist sie invertierbarund wir erhalten mit der Notation R := Rnm := (I − Tm−1∆n)−1 shlieÿlih

unm(ti+1, xk) =
(

Runm(ti, .)
)

(xk) + Tm−1
(

Rf(ti, ., u
nm(ti, .))

)

(xk)

+ n
(

Rσ(ti, ., u
nm(ti, .))�nmW (ti, .)

)

(xk).In Kapitel 2 wurden die Kosten einer Monte-Carlo Methode als die Anzahl der Aufrufedes Zufallszahlengenerators de�niert. Für das Di�erenzenverfahren, das auf dem expli-zitem Eulerverfahren basiert, ist dies angemessen, da für alle n und m die Anzahl derdurhzuführenden Rehenshritte zur Berehnung von un
m bis auf eine Konstante kleinergleih der Anzahl der benötigten Zufallszahlen sind. In diesem Fall sind die Kosten von

F (un
m) für ein Funktional F gleih nm. Für das implizite Verfahren tri� das allerdingsniht mehr zu. Durh die Anwendung des Operators R auf eine Funktion entstehen zu-sätzlihe Kosten, da dies einer Matrix-Vektor Multiplikation entspriht. Die Matrix hatdie Gröÿe (n−1)×(n−1) und ist im Allgemeinen vollbesetzt. Die Kosten zur Simulationeines Pfades mit Hilfe des impliziten Eulerverfahrens müssen deswegen bei entsprehen-der Implementierung zu mn(1 + cn) mit einer Konstanten c korrigiert werden. Hieransieht man, dass die De�nition der Kosten über die Aufrufe des Zufallszahlen-Generatorsein sehr vereinfahtes Modell ist. Für unsere Zweke reiht dies aber trotzdem aus. Eingenaueres Modell für die Kosten wird zum Beispiel in [2℄ vorgestellt.Satz 3.3 Es gelte (H). Dann sind für unm aus (3.19)�(3.21) die Aussagen (i)-(iii) ausSatz 3.2 erfüllt.Der Beweis dieses Satzes ist in ([11℄, Satz 3.1) zu �nden.26



Starke KonvergenzordnungDie pfadweise Approximation un
m basiert auf einem Gitter mit (n + 1) · (m + 1) Knotenund verwendet n·mAufrufe des Zufallszahlengenerators für normalverteilte Zufallszahlen.Die Wahl der Parameter n und m erfolgt durh Minimierung der oberen Shranke (3.17)unter der Nebenbedingung

C = n · m.Es genügt den Fall p = 1 zu betrahten. Die oberen Shranke wird minimal mit der Wahl
m = mn ≍ n

δ2
δ1 .Daraus folgt

C = nmn ≍ n
1+

δ2
δ1 ≍ m

1+
δ1
δ2

nbzw.
n ≍ C

δ1
δ1+δ2 , mn ≍ C

δ2
δ1+δ2 .Durh Einsetzen in (3.17) erhält man

sup
x∈[0,1]

(

E
[

|un
mn

(t, x) − u(t, x)|2
])

1
2 � C

−
δ1δ2

2(δ1+δ2) ,für alle t ∈ (0, T ]. Zu bemerken ist hier, dass die Konstante in der asymptotishen Un-gleihung von t abhängt. Da die Ungleihung (3.17) für alle δ1 < 1
4 und δ2 < 1

2 gilt, liegt
δ1δ2

2(δ1+δ2)
beliebig nah an 1

12 .Ist u0 ∈ C3([0, 1]), so gilt die Ungleihung (3.17) mit δ1 = 1
2 und δ2 = 1, d.h.

sup
t∈[0,T ]

sup
x∈[0,1]

(

E
[

|un
mn

(t, x) − u(t, x)|2
])

1
2 � C−1

6 .In Analogie zu De�nition 2.2 sagen wir deshalb, dass die Folge (un
mn

)n∈N von Approxi-mationen Konvergenzordnung 1
6 besitzt.Berüksihtigt man, dass n in die Kosten für das Verfahren mit implizitem Eulerver-fahren quadratish eingeht, so erhält man analog mit δ1 = 1

2 und δ2 = 1

sup
x∈[0,1]

(

E
[

|unmn(t, x) − u(t, x)|2
])

1
2 � C

−
δ1δ2

2(2δ1+δ2) = C−1
8und wir sagen, dass die Folge (unmn)n∈N von Approximationen Konvergenzordnung 1

8besitzt. 27



3.1.2 Die Stohastishe Burgers-GleihungSetzen wir in der semilinearen Di�erentialgleihung (3.1)�(3.3)
g(t, x, u(t, x)) :=

1

2
u2(t, x)und

σ(t, x, u(t, x)) := 1,so erhalten wir die stohastishe Burgers-Gleihung. Diese Gleihung kann als Modell füreindimensionale Strömungen in inkompressiblen newtonshen Flüssigkeiten oder Gasen(z.B. Wasser, Öle) gesehen werden. Die Lösung u beshreibt die Strömungsgeshwindig-keit. Die Burgers-Gleihung ist der eindimensionale Fall der Navier-Stokes-Gleihung.Die physikalishen Hintergründe der Navier-Stokes-Gleihung bzw. Burgers-Gleihung,zunähst ohne Weiÿes Raushen, können in Bühern über Fluid- und Thermodynamiknahgelesen werden, z.B. [20℄, [12℄, [15℄. Die stohastishe Burgers-Gleihung lautet
∂

∂t
u(t, x) =

∂2

∂x2
u(t, x) + f(t, x, u(t, x)) + u(t, x)

∂

∂x
u(t, x) +

∂2

∂t∂x
W (t, x), (3.22)

u(t, 0) = u(t, 1) = 0, (3.23)
u(0, x) = u0(x), (3.24)für t ∈ [0, T ], x ∈ [0, 1]. Ist f Lipshitz-stetig und u0 ∈ C([0, 1]) fast siher, so existierteine (pfadweise) eindeutige Lösung u, die eine stetige Modi�kation besitzt, siehe ([9℄,Satz 2.1).SemidiskretisierungAuh für die stohastishe Burgers-Gleihung betrahten wir eine Diskretisierung derräumlihen Variable x, wobei wieder die Ableitungen durh endlihe Di�erenzen ersetztwerden.
dun(t, xk) =

(

(∆nun(t, .))(xk) + f(t, xk, u
n(t, xk)) + (Θnun(t, .))(xk)

)

dt

+ n d(W (t, xk+1) − W (t, xk)), k = 1, ..., n − 1 (3.25)
un(t, x0) = un(t, xn) = 0, t ∈ [0, T ], (3.26)
un(0, xk) = u0(xk), (3.27)

xk =
k

n
, k = 0, ..., nfür n ∈ N und mit dem Operator Θn de�niert durh

(

Θnu(t, .)
)

(xk) :=
u(t, xk+1) + u(t, xk) + u(t, xk−1)

3
· u(t, xk+1) − u(t, xk−1)

2/n
(3.28)

=
n

6

(

(u(t, xk+1))
2 + u(t, xk+1)u(t, xk) − u(t, xk)u(t, xk−1) − (u(t, xk−1))

2
)

.28



Der erste Faktor in (3.28) ist eine Näherung für u(t, x) und der zweite Faktor für ∂
∂xu(t, x)jeweils an der Stelle x = xk. Zusammen erhält man eine Näherung für den vorletztenSummanden u(t, x) ∂

∂xu(t, x) auf der rehten Seite der Burgers-Gleihung.Wir setzen un von dem Gitter auf das ganze Intervall [0, 1] stükweise konstant fort,indem wir
un(t, x) := un(t,

⌊nx⌋
n

), x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ]setzen. Mit dieser Fortsetzung gilt nah ([1℄, Satz 2.2) der folgende Satz.Satz 3.4 Sei f Lipshitz-stetig und u0 ∈ C([0, 1]) fast siher. Dann konvergiert un(t, .)fast siher in L2([0, 1]) gegen die Lösung u(t, .) von (3.22)-(3.24), gleihmäÿig in t ∈ [0, T ]für jedes T > 0. Gilt u0 ∈ C3([0, 1]), so gibt es für alle δ < 1
2 und alle T > 0 eine endliheZufallsvariable ζδ, so dass

sup
t∈[0,T ]

∫ 1

0
|un(t, x) − u(t, x)|2 dx ≤ ζδn

−δ P − f.s. (3.29)für alle n ≥ 2.Vermutungen über Diskretisierung in Zeit und Raum der Burgers-GleihungUm ein numerishes Verfahren zur Lösung der Burgers-Gleihung zu erhalten, könnenwir auh auf die Semidiskretisierung (3.25)-(3.27) das Eulerverfahren anwenden. DasDiskretisierungsverfahren in Raum und Zeit ist dann
un

m(ti+1, xk) = un
m(ti, xk)

+ Tm−1
(

(∆nun
m(ti, .))(xk) + f(ti, xk, u

n
m(ti, xk)) + (Θnun

m(ti, .))(xk)
)

+ n �nmW (ti, .)(xk)

un
m(ti, 0) = un

m(ti, 1) = 0, i = 0, 1, ...,m,

un
m(0, xk) = u0(xk), k = 1, 2, ..., n − 1,mit

ti :=
i

m
T, xk :=

k

n
.Durh bilineare Interpolation wie in (3.16) erhält man auh hier eine Fortsetzung aufganz D = [0, T ] × [0, 1]. Konvergenzraten wie in Satz 3.2 sind dafür allerdings nihtbekannt. Da für den Fall u0 ∈ C3([0, 1]) die Ergebnisse für die Semidiskretisierung derBurgers-Gleihung ähnlih sind, wie die der Semidiskretisierung der quasi-linearen para-bolishen SPDEs, arbeiten wir unter der Hypothese, dass die Konvergenzordnungen füreine Diskretisierung in Raum und Zeit auh ähnlih sind.
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3.2 Spektral-Galerkin VerfahrenIm folgenden betrahten wir räumlih mehrdimensionale semilineare stohastishe parti-elle Di�erentialgleihungen. Genauer haben wir nun x ∈ [0, 1]d statt x ∈ [0, 1] und denLaplae-Operator ∆ anstelle von ∂2

∂x2 . Ebenfalls seien hier Dirihlet-Randbedingungenerfüllt. Für
g ≡ 0spriht man dann auh von einer stohastishen Wärmeleitungsgleihung. Die Wärme-leitungsgleihung ist ein Modell für die Temperaturverteilung eines Körpers durh Wär-meleitung oder die Ausbreitung eines gelösten Sto�es durh Di�usion.Hier betrahten wir nur den Spezialfall

du(t) = ∆u(t)dt + dW (t)

u(0) = ξ (3.30)auf dem Hilbertraum H = L2((0, 1)d) mit deterministishem ξ ∈ H und Dirihlet-Randbedinungen. Dabei sei W eine (zylindrishe) Brownshe Bewegung mit Kovarianz-Operator Q. Die Gleihung (3.30) ist eine stohastishe Wärmeleitungsgleihung mitadditiven Raushen und sie entspriht für d = 1 der Wahl von
f ≡ g ≡ 0, σ ≡ 1in (3.1).Wir wollen sowohl die Wärmeleitungsgleihung mit Raum-Zeit Weiÿem Raushen für

d = 1 als auh mit nuklearem Raushen für d ∈ N betrahten, d.h. der Kovarianz-Operator Q : H → H ist entweder die Identität für das Raum-Zeit Weiÿe Raushen oderein Spurklasse-Operator für nukleares Raushen, siehe dazu [13℄ und [4℄.De�nition 3.3 Sei (H, 〈., .〉) ein separabler Hilbertraum. Ein symmetrisher niht-negativer Operator Q : H → H heiÿt Spurklasse-Operator, falls die Reihe
∑

n∈N

〈Qen, en〉für eine Orthonormalbasis (en)n∈N von H konvergiert.Die normierten Eigenfunktionen
ϕi(x) = 2d/2

d
∏

l=1

sin(ilπxl), i = (i1, ..., id) ∈ N
d (3.31)des Laplae-Operators bilden eine Orthonormalbasis von H = L2([0, 1]).Für i ∈ N

d de�nieren wir
|i|2 :=

√

i21 + ... + i2d.30



Wir nehmen im folgenden an, dass die ϕi Eigenfunktionen des Operators Q sind mitEigenwerten
λi = |i|−γ

2 ,für i = (i1, ..., id) ∈ N
d mit γ > d im Falle eines Spurklasse-Operators und γ = 0 im Falleder Identität. Es werden unabhängige skalare Brownshe Bewegungen de�niert durh

βi(t) = λ
−1/2
i 〈W (t), ϕi〉im Falle nuklearen Raushens, bzw. durh

βi(t) = W (t, ϕi)im Falle Raum-Zeit Weiÿen Raushens. Nahgelesen werden kann dies in [4℄.3.2.1 Starke Approximation mit impliziten EulerverfahrenWir wollen nun ein Verfahren zur starken Approximation der Lösung der Wärmelei-tungsgleihung (3.30) betrahten, welhes auf [17℄ und [18℄ zurükgeht. Im folgendenbezeihnet
µi = π2 |i|22den Eigenwert des Laplae-Operators ∆ zur Eigenfunktion ϕi.Die Funktion G, gegeben durh

G(t, x, y) :=
∑

i∈Nd

e−µitϕi(x)ϕi(y), x, y ∈ [0, 1]d (3.32)wird als Wärmeleitungskern für Dirihlet Randbedingungen bezeihnet. Diese Reihe kon-vergiert für alle x, y ∈ [0, 1] und t ∈ (0, T ], denn
∑

i∈Nd

e−π2 |i|22t |ϕi(x)ϕi(y)| ≤ 2d
∑

i∈Nd

(

e−π2t
)i21+...+i2d

= 2d
d
∏

l=1





∑

il∈N

(

e−π2t
)i2l





≤ 2d
d
∏

l=1





∑

il∈N

(

e−π2t
)il



 < ∞, (3.33)wobei die letzte Reihe konvergiert, weil sie eine geometrishe Reihe ist und |e−π2t| < 1für t ∈ (0, T ]. Man kann sih leiht davon überzeugen, dass G(t, ., y) für alle y ∈ [0, 1] dieWärmeleitungsgleihung
du(t) = ∆u(t)dt (3.34)mit Dirihlet Randbedingungen löst. Man bezeihnet G auh als Fundamentallösung derWärmeleitungsgleihung. Mit ihr ist es möglih Lösungen vonWärmeleitungsgleihungen,31



die auÿerdem noh zusätzlihe Terme enthalten, in einer Integralform darzustellen. Istein stohastisher Prozess u de�niert durh
u(t) = u(t, .) =

∫ t

0

∫ 1

0
G(t − s, ., y)dW (s, y), (3.35)so löst er die stohastishe Wärmeleitungsgleihung (3.30). Dieser stohastishe Prozess

u kann nun entwikelt werden in
u(t) =

∑

i∈Nd

Yi(t) ϕi (3.36)wobei die reell-wertigen stohastishen Prozesse Yi unabhängige Ornstein-Uhlenbek Pro-zesse sind. Sie erfüllen
dYi(t) = − µiYi(t)dt + λ

1
2
i dβi(t)

Yi(0) = 〈ξ, ϕi〉 . (3.37)Zur Approximation der Yi soll ein implizites Eulerverfahren verwendet werden, allerdingsmuss die Diskretisierung des Intervalls [0, T ] niht unbedingt äquidistant sein. Für n ∈ Nde�nieren wir zuerst
I =

{

i ∈ N
d : |i|2 ≤ n

1
d

} (3.38)und
νi =











⌈

(λi/µi)
1/3 n(γ+2)/(3d)

⌉

, if γ < 3d − 2
⌈

(λi/µi)
1/3 n/ ln n

⌉

, if γ = 3d − 2
⌈

(λi/µi)
1/3 n

⌉

, if γ > 3d − 2.Die Knoten tl,i in [0, T ] zur Approximation von Yi werden de�niert durh
∫ tl,i

0
exp

(

−µi

3
(T − t)

)

dt =
l

νi

∫ T

0
exp

(

−µi

3
(T − t)

)

dt,für l = 0, ..., νi. Dies sind 1/νi-Quantile bezüglih einer �xierten Wahrsheinlihkeits-dihte. Explizit erhält man
tl,i =

3

µi
ln

(

l

νi
+ exp

(

−µi

3
T
)

(

1 − l

νi

))

+ T.Die Approximation Ŷi(T ) von Yi(T ) wird nun, mit Hilfe des Drift-impliziten Eulerver-fahren, de�niert durh
Ŷi(0) = 〈ξ, ϕi〉

Ŷi(tl,i) = Ŷi(tl−1,i) − µiŶi(tl,i)(tl,i − tl−1,i) + λ
1
2
i

(

βi(tl,i) − βi(tl−1,i)
)

, (3.39)32



für l = 1, ..., νi. Shlieÿlih de�nieren wir
un(T ) :=

∑

i∈I

Ŷi(T ) ϕi (3.40)als Approximation von u(T ).Der Fehler der pfadweisen Approximation un(T ) ist de�niert als
e(un(T )) :=

(

E ‖un(T ) − u(T )‖2
H

) 1
2
. (3.41)Man kann leiht zeigen, dass

∑

i∈I

νi � n,und damit gilt für die Kosten C von F (un(T )) für ein Funktional F

C � n.In [18℄ wird der folgende Satz bewiesen.Satz 3.5 Ist | 〈ξ, hi〉 | � |i|−1
2 , so gilt(i)

e(un(T )) ≍ n− 1
2 , (3.42)falls d = 1 und der Kovarianz-Operator Q die Identität ist(ii)

e(un(T )) ≍











n−(γ−d+2)/(2d), if γ < 3d − 2

n−1(ln n)3/2, if γ = 3d − 2

n−1, if γ > 3d − 2

(3.43)falls d ∈ N und der Kovarianz-Operator Q ein Spurklasse-Operator ist, dessenEigenfunktionen durh
ϕi(x) = 2d/2

d
∏

l=1

sin(ilπxl)und Eigenwerte durh
λi = |i|−γ

2für i = (i1, ..., id) ∈ N
d gegeben sind.In [18℄ wird auÿerdem gezeigt, dass die Konvergenzordnungen in (3.42) und (3.43) diebestmöglihen Konvergenzordnungen sind, die mit einem beliebigen Verfahren un(T )zur pfadweisen Approximation der Lösung der Wärmeleitungsgleihung, dessen Kostenkleiner gleih n sind, erreiht werden können.33



4 Shwahe Approximation semilinearerstohastisher partiellerDi�erentialgleihungenWir wollen uns nun mit der shwahen Approximation von Lösungen semilinearer sto-hastisher partieller Di�erentialgleihungen beshäftigen. Dabei sollen die im vorheri-gen Kapitel beshiebenen Verfahren als Grundlage dienen. Da wir nun Erwartungswerteapproximieren wollen, verwenden wir Monte-Carlo Methoden. In diesem Kapitel soll un-tersuht werden, ob die Multi-level Monte-Carlo Methode mit dem Di�erenzenverfahrenund dem Spektral-Galerkin-Verfahren für stohastishe partielle Di�erentialgleihungenals Grundlage eine Verbesserung im Vergleih zur klassishen Monte-Carlo Methode ist.Wie diese Verfahren zur shwahen Approximation genau aussehen wird im Folgendenbeshrieben.4.1 Di�erenzenverfahrenWir betrahten zunähst allgemein eine Approximation un
m der Lösung u einer Gleihungder Form (3.1)�(3.3), wobei n und m die Diskretisierungsparameter in Raum bzw. Zeitsind. Die Kosten zur Berehnung von F (un

m), für ein Funktional F , seien O(nm). EinBeispiel dafür ist die Approximation in (3.13)�(3.15).Unser Ziel ist es, den Erwartungswert von F (u) zu approximieren. Das Funktional
F : B → R kann pfadunabhängig mit B = C([0, 1]) oder es kann pfadabhängig mit
B = C([0, T ] × [0, 1]) sein. Wir betrahten hier den pfadabhängigen Fall. Für pfadun-abhängige Funktionale sind die Resultate der folgenden Abshnitte allerdings auh gültig.In diesem Kapitel bezeihnen wir Konstanten, die unabhängig von den Diskretisierungs-parametern und der Anzahl der Monte-Carlo Kopien sind, mit c. Diese Konstanten kön-nen trotz der einheitlihen Bezeihnung untershiedlihe Werte besitzen.4.1.1 Klassishe Monte-Carlo MethodeZuerst shauen wir uns die shwahe Approximation mit Hilfe der klassishen Monte-Carlo Methode an. Für n,m ∈ N betrahten wir N unabhängige Kopien u

(n,1)
m , ..., u

(n,N)
m
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der Approximation un
m und erhalten die klassishe Monte-Carlo Methode

ŶMC = Ŷ n,m,N
MC = N−1

N
∑

j=1

F
(

u(n,j)
m

)zur Approximation von E[F (u)]. Für den Fehler von ŶMC gilt
e(ŶMC) =

(

N−1V [F (un
m)] +

(

E[F (un
m) − F (u)]

)2
)

1
2 (4.1)und für die Kosten von ŶMC gilt

C(ŶMC) ≤ c Nm n. (4.2)4.1.2 Multi-level Monte-Carlo MethodeAnstelle der klassishen Monte-Carlo Methode, soll nun die Multi-level Methode zurApproximation von E[F (u)] verwendet werden. Dazu de�nieren wir
w :=

(

W (t, x)
)

(t,x)∈[0,T ]×[0,1]
,wobei W das Brownshe Blatt aus der SPDE (3.1) ist. Die Zufallsvariable w besitztWerte in

B̄ = C([0, T ] × [0, 1]).Es sei ϕ : B̄ → B eine messbare Abbildung, die die Lösung u der SPDE liefert, genauer
u = ϕw.Wir �xieren nun M1,M2 ∈ N, M1,M2 ≥ 2 und n0,m0 ∈ N. Für l ∈ N0 seien ϕl : B̄ → BAbbildungen, die aus w die Approximationen unl

ml
aus dem Di�erenzenverfahren mitParametern

nl = M l
1n0,

ml = M l
2m0liefern. Wir setzen

ul := unl
ml

, l ∈ N0.Für ein L ∈ N und N0, ..., NL ∈ N ist die Multi-level Monte-Carlo Methode de�niertdurh
ŶML =

L
∑

l=0

Ŷl
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mit
Ŷ0 = N−1

0

N0
∑

j=1

F
(

ϕ0w
(j)
0

)

,

Ŷl = N−1
l

Nl
∑

j=1

(

F
(

ϕlw
(j)
l

)

− F
(

ϕl−1w
(j)
l

)

)

, l = 1, ..., L,und mit unabhängigen Kopien
w

(j)
l , j = 1, ..., Nl , l = 0, ..., Lvon w.Für den Fehler der Multi-level Methode ŶML gilt aufgrund der Unabhängigkeit der Zu-fallsvariablen Ŷ0, ..., ŶL

e(ŶML) =

(

V [ŶML] +
(

E[ŶML] − E[F (u)]
)2
)

1
2

=

(

L
∑

l=0

N−1
l Vl +

(

E[F (uL) − F (u)]
)2

)

1
2 (4.3)mit Vl = V [F (ul) − F (ul−1)].Wir bezeihnen die Kosten von Ŷl mit C(Ŷl). Dann gilt für die Kosten C(ŶML) derMulti-level Methode ŶML

C(ŶML) =

L
∑

l=0

C(Ŷl) ≤ c

L
∑

l=0

Nl ml nl. (4.4)4.1.3 Konvergenzordnungen im Falle quasi-linearer parabolisherstohastisher Di�erentialgleihungenEs sei nun u die Lösung einer quasi-linearen parabolishen SPDE (3.5)�(3.7) mit
u0 ∈ C3([0, 1]).Wir betrahten das Di�erenzenverfahren aus (3.13)�(3.15) und die bilineare Interpolation

un
m aus (3.16) und untersuhen den Fehler der klassishen Monte-Carlo Methode und derMulti-level Methode genauer.Die Bedingungen (H) und (R) aus Abshnitt 3.1.1 seien erfüllt und für das Funktional

F : C([0, T ] × [0, 1]) → R gelte:(I) Für alle v,w ∈ C([0, T ] × [0, 1]) gilt
|F (v) − F (w)| ≤

(

‖v‖2 + ‖w‖2

)

‖v − w‖2 .
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Naheliegend wäre hier, anstelle von Voraussetzung (I), globale Lipshitz-Stetigkeit zufordern. Da das in den Experimenten in Kapitel 5 verwendete Funktional
F (v) =

∫ 1

0

∫ 1

0
v2(x, t)dx dtniht global Lipshitz-stetig ist, wird hier die shwähere Voraussetzung (I), die von demFunktional F erfüllt ist, verwendet. Aus (I) folgt auÿerdem für alle v ∈ C([0, T ] × [0, 1])

|F (v)| ≤ c (1 + ‖v‖2
2)mit einer Konstanten c, das heiÿt F ist höhstens von quadratishem Wahstum.Bevor wir mit der Abshätzung der Varianz und des Bias der Monte-Carlo Methodenbeginnen, benötigen wir noh einige Vorbereitungen. Nah Proposition 3.5 aus [11℄ gibtes für jedes p ≥ 1 eine Konstante c, so dass

sup
t∈[0,T ]

sup
x∈[0,1]

(

E
[

|un
m(t, x)|2p

])
1
2p ≤ c (4.5)für alle n ≥ 1, m ≥ 1, die (R) erfüllen. Daraus folgt

E
[

‖un
m‖2p

2

]

≤ c E
[

‖un
m‖2p

2p

]

= c

∫ T

0

∫ 1

0
E
[

|un
m(t, x)|2p

]

dx dt

≤ c T sup
t∈[0,T ]

sup
x∈[0,1]

E
[

|un
m(t, x)|2p ]

≤ c. (4.6)Es folgt aus Satz 3.2 (iii)
E
[

‖un
m − u‖2p

2

]

≤ c E
[

‖un
m − u‖2p

2p

]

≤ c

∫ T

0

∫ 1

0
E
[

|un
m(t, x) − u(t, x)|2p

]

dx dt

≤ c T sup
t∈[0,T ]

sup
x∈[0,1]

E
[

|un
m(t, x) − u(t, x)|2p ]

≤ c
(

m−δ1p + n−δ2p
)

, (4.7)mit
δ1 =

1

2
, δ2 = 1und einer Konstanten c, die unabhängig ist von m und n. Aus (4.6) und (4.7) folgt auÿer-dem unter Verwendung der Binomishen Formel und der Cauhy-Shwarz-Ungleihung

E
[

‖u‖2p
2

]

= E
[

‖u − un
m + un

m‖2p
2

]

≤ E
[(

‖u − un
m‖2 + ‖un

m‖2

)2p]

≤ c. 37



Die klassishe Monte-Carlo MethodeWir beginnen mit der oberen Shranke des Bias. Wegen (4.7), Eigenshaft (I) des Funk-tionals F und unter Verwendung der Cauhy-Shwarz-Ungleihung folgt
(

E[F (un
m)] − E[F (u)]

)2
=
(

E[F (un
m) − F (u)]

)2

≤
(

E
[

(‖un
m‖2 + ‖u‖2) ‖un

m − u‖2

])2

≤ E
[

(‖un
m‖2 + ‖u‖2)

2
]

E
[

‖un
m − u‖2

2

]

≤ c
(

m−δ1 + n−δ2
) (4.8)für alle n ≥ 1, m ≥ 1, denn

E
[

(‖un
m‖2 + ‖u‖2)

2
]

= E
[

‖un
m‖2

2 + 2 ‖un
m‖2 ‖u‖2 + ‖u‖2

2

]

≤
(

E
[

‖un
m‖2

2

]

+ 2
(

E
[

‖un
m‖2

2

]

E
[

‖u‖2
2

]

) 1
2

+ E
[

‖u‖2
2

]

)

≤ cmit einer Konstanten c, die unabhängig von m und n ist.Die Varianz von F (un
m) kann nah oben abgeshätzt werden, denn aus (4.6) und da

F höhstens von quadratishem Wahstums ist folgt
V [F (un

m)] ≤ E[(F (un
m))2]

≤ E
[

c2 (1 + ‖un
m‖2

2)
2
]

≤ c2 E
[

1 + 2 ‖un
m‖2

2 + ‖un
m‖4

2

]

≤ c (4.9)für alle n,m ≥ 1.Aus (4.1), (4.8) und (4.9) folgt für den Fehler der klassishen Monte-Carlo Methode
e(ŶMC) =

(

N−1V [F (un
m)] +

(

E[F (un
m)] − E[F (u)]

)2
) 1

2

≤ c (N− 1
2 + m−

δ1
2 + n−

δ2
2 ). (4.10)Damit die Parameter optimal in Bezug auf die obere Shranke sind, wählen wir N = Nnund m = mn, so dass

Nn ≍ nδ2, mn ≍ n
δ2
δ1 .Dann folgt nah (4.2) für die Kosten

C(ŶMC) ≍ n
1+δ2+

δ2
δ1 ≍ m

1+δ1+
δ1
δ2

n ≍ N
1+ 1

δ1
+ 1

δ2
n38



und man erhält für den Fehler
e(ŶMC) � C(ŶMC)

− 1

2(1+ 1
δ1

+ 1
δ2

)
. (4.11)Da u0 ∈ C3([0, 1]), ist δ1 = 1

2 und δ2 = 1 und es folgt
e(ŶMC) � C(ŶMC)−

1
8 . (4.12)Die Folge (Ŷ n,mn,Nn

MC )n∈N von klassishen Monte-Carlo Methoden besitzt somit Konver-genzordnung 1
8 . Wir ho�en diese Konvergenzordnung mit Hilfe der Multi-level Methodezu verbessern.Die Multi-level Monte-Carlo MethodeFür die Multi-level Methode können die Varianzen Vl wie folgt abgeshätzt werden. Aus(4.7) mit p = 2, Eigenshaft (I) des Funktionals und unter Verwendung der Cauhy-Shwarz-Ungleihung folgt

Vl = V [F (ul) − F (ul−1)]

≤ E
[

(

F (ul) − F (u) + F (u) − F (ul−1)
)2
]

≤
(

(

E[(F (ul) − F (u))2]
)1/2

+
(

E[(F (ul−1) − F (u))2]
)1/2

)2

≤
(

(

E
[

(‖ul‖2 + ‖u‖2)
2 ‖ul − u‖2

2

]

)1/2
+
(

E
[

(‖ul−1‖2 + ‖u‖2)
2 ‖ul−1 − u‖2

2

]

)1/2
)2

≤
(

(

E
[

(‖ul‖2 + ‖u‖2)
4
]

E
[

‖ul − u‖4
2

]

)1/4

+
(

E
[

(‖ul−1‖2 + ‖u‖2)
4
]

E
[

‖ul−1 − u‖4
2

]

)1/4
)2

≤ c

(

(

(m−2δ1
l + n−2δ2

l )
)1/4

+
(

(m−2δ1
l−1 + n−2δ2

l−1 )
)1/4

)2

≤ c
(

m−δ1
l + n−δ2

l

)

, (4.13)wobei wieder δ1 = 1
2 und δ2 = 1.Wie für die klassishe Monte-Carlo Methode gilt auh hier für das Quadrat des Bias
(

E[F (uL)] − E[F (u)]
)2 ≤ c

(

m−δ1
L + n−δ2

L

) (4.14)Aus (4.1), (4.13) und (4.14) folgt für den Fehler
e(ŶML) �

(

L
∑

l=0

N−1
l

(

m−δ1
l + n−δ2

l

)

+
(

m−δ1
L + n−δ2

L

)

)

1
2

=

(

L
∑

l=0

N−1
l

(

m
− 1

2
l + n−1

l

)

+

(

m
− 1

2
L + n−1

L

)

)

1
2 (4.15)
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und für die Kosten gilt
C(ŶML) =

L
∑

l=0

Nlmlnl. (4.16)Wir setzen
ul := unl

mlmit
nl =

√
M

l
, ml = 4M lfür l ∈ N0 und einer natürlihen Zahl √M ≥ 2. Mit diesen Parametern ist (R) erfülltund die Voraussetzungen des Satzes 2.2 sind mit

α =
δ1

2
=

1

4
, β = δ1 =

1

2
, γ =

1

2erfüllt, vgl. (4.15) und (4.16). Für die Folge von Multi-level Monte-Carlo Methoden
ŶML = Ŷ L

ML mit L ∈ N gilt demnah
e(ŶML) � C(ŶML)

− α
max(1+γ+2α−β,1+γ) = C(ŶML)−

δ1
3 = C(ŶML)−

1
6 .Wie in (4.12) gezeigt wurde, gilt für die Folge von klassishe Monte-Carlo Methoden nur

e(ŶMC) � C(ŶMC)
− 1

2(1+ 1
δ1

+ 1
δ2

)
= C(ŶMC)−

1
8 .Durh die Multi-level Methode erhalten wir also eine Verbesserung der Konvergenzord-nung von 1

8 auf 1
6 .Bemerkung 4.1 Die soeben gezeigten Konvergenzordnungen 1

8 für die klassishe Monte-Carlo Methode und 1
6 für die Multi-level Methode sind auh gültig, falls u0 ∈ C3([0, 1])und das Funktional F : B → R pfadunabhängig ist, d.h. B = C([0, 1]). Die Voraussetzungan das Funktional lautet dann:(I) Für alle v,w ∈ C([0, 1]) gilt

|F (v) − F (w)| ≤
(

‖v‖2 + ‖w‖2

)

‖v − w‖2 .Die Konvergenzordnungen können analog wie im pfadabhängigen Fall gezeigt werden.
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Bemerkung 4.2 Gilt für die Anfangsbedingung der SPDE nur u0 ∈ C([0, 1]), so könnenim pfadunabhängigen Fall die Konvergenzordnungen
1

2(1 + 1
δ1

+ 1
δ2

)für die klassishen Monte-Carlo Methoden und
δ1

3für die Multi-level Monte-Carlo Methoden für jedes δ1 < 1
4 und δ2 < 1

2 analog gezeigtwerden.4.1.4 Konvergenzordnungen im VergleihMit den soeben gezeigten Konvergenzordnungen haben wir obere Shranken für den Feh-ler. Mit diesen Ergebnissen allein ist es zunähst einmal niht möglih zu sagen, obdie Konvergenzrate der Multi-level Methoden wirklih gröÿer ist als die der klassishenMonte-Carlo Methoden. Die klassishen Monte-Carlo Methoden können deutlih gröÿereKonvergenzordnungen als 1
8 besitzen. Untere Shranken für den Fehler der klassishenMonte-Carlo Methoden sind im Allgemeinen niht bekannt. Wir können allerdings einVerhältnis der Konvergenzordnungen der beiden Methoden bestimmen.Wir betrahten wieder den Fall u0 ∈ C3([0, 1]). Aus Abshnitt 4.1.3 wissen wir, dassder Fehler der klassishen Monte-Carlo Methode nah oben beshränkt ist durh
e(ŶMC) � N− 1

2 + m−
δ1
2 + n−

δ2
2 .Wir konstruieren nun eine untere Shranke für diesen Fehler. Dazu setzen wir zunähsteinmal voraus, dass V [F (u)] 6= 0 ist. Wie in (4.13) erhält man

V [F (un
m) − F (u)] ≤ E[(F (un

m) − F (u))2] ≤ c (m−δ1 + n−δ2).Dann gibt es n0,m0 ∈ N, so dass für alle n ≥ n0 und m ≥ m0 gilt
V [F (un

m) − F (u)] ≤ 1

4
V [F (u)].Damit erhalten wir eine untere Shranke für die Varianzen V [F (un

m)], die unabhängigvon n und m ist, denn es gilt
V [F (u)] = V [F (u) − F (un

m) + F (un
m)] ≤

(

(V [F (u) − F (un
m)])

1
2 + (V [F (un

m)])
1
2

)2und daraus folgt
V [F (un

m)] ≥
(

(V [F (u)])
1
2 − (V [F (u) − F (un

m)])
1
2

)2

≥
(

(V [F (u)])
1
2 − (

1

4
V [F (u)])

1
2

)2

=
1

4
V [F (u)], (4.17)41



für alle n ≥ n0 und m ≥ m0.Aus der Aussage des Satzes 3.2 können wir wie in (4.8) folgern, dass
∣

∣E[F (un
m) − F (u)]

∣

∣ � m−
δ1
2 + n−

δ2
2 = m− 1

4 + n− 1
2 . (4.18)Es ist aber durhaus möglih, dass der Bias von F (un

m) auh gröÿere Konvergenzordnun-gen besitzt. Falls es α1 und α2 gibt, so dass
∣

∣E[F (un
m) − F (u)]

∣

∣ ≍ m−α1 + n−α2,dann ist α1 ≥ 1
4 , α2 ≥ 1

2 und wegen (4.17) gilt für den Fehler der klassishen Monte-CarloMethode
e(ŶMC) =

(

N−1V [F (un
m)] + (E[F (un

m) − F (u)])2
)

1
2

≍
(

N−1 +
(

m−α1 + n−α2
)2
)

1
2

≍ N− 1
2 + m−α1 + n−α2 .Die Parameter m und n müssen so gewählt werden, dass die Bedingung (R) aus Kapitel3.1.1 erfüllt ist. Unter dieser Bedingung sind die Parameter N = Nn und m = mnbezogen auf die Fehlershranken optimal gewählt, falls

Nn ≍ n2α2 , mn ≍ n
max
(

α2
α1

,2
)

.Da für die Kosten C(ŶMC) = Nmn gilt, folgt
e(ŶMC) ≍ C(ŶMC)

− 1

2+max

(

1
α1

, 2
α2

)

+ 1
α2 . (4.19)Die maximale Konvergenzordnung der Folge von klassishen Monte-Carlo Methoden inAbhängigkeit von α1 und α2 ist dann

γMC :=
1

2 + max
(

1
α1

, 2
α2

)

+ 1
α2

.Dabei ist zu beahten, dass wir in (4.19) eine obere und auh eine unter Shranke fürden Fehler haben.Als nähstes shauen wir uns den Fehler der Multi-level Monte-Carlo Methode an. Für
ul := unl

mlmit
nl =

(

M
1

max(
α2
α1

,2)

)l

, ml = 4M l
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sind (R) und die Voraussetzungen des Satzes 2.2 mit
α =

1

max( 1
α1

, 2
α2

)
, β = δ1 =

1

2
, γ =

1

max(α2
α1

, 2)erfüllt. Mit Nl gemäÿ Satz 2.2 gilt für den Fehler der Multi-level Methode
e(ŶML) � C(ŶML)

− α
max(1+γ+2α−β,1+γ) � C(ŶML)

− 1

2+ 1
2 max( 1

α1
, 2
α2

)+ 1
α2 .De�nieren wir γML als

γML := sup
{

a > 0 : e(ŶML) � C(ŶML)−a
}

,so gilt
γML ≥ 1

2 + 1
2 max( 1

α1
, 2

α2
) + 1

α2

.Uns interessiert vor allem das Verhaltnis von γMC und γML

γML

γMC
≥

1
2+ 1

2
max( 1

α1
, 2
α2

)+ 1
α2

1

2+max
(

1
α1

, 2
α2

)

+ 1
α2

=
2 + max

(

1
α1

, 2
α2

)

+ 1
α2

2 + 1
2 max( 1

α1
, 2

α2
) + 1

α2

= 1 +
1
2 max( 1

α1
, 2

α2
)

2 + 1
2 max( 1

α1
, 2

α2
) + 1

α2

≥ 1 +
1

2min(2α1, α2) + 2
> 1 (4.20)Aus diesem Ergebnis können wir folgern, dass man auh ohne die bestmöglihen Kon-vergenzordnungen zu kennen eine bessere Konvergenzrate für die Folge von Multi-levelMethoden erwarten kann als für die Folge von klassishen Monte-Carlo Methoden. Istbeispielsweise α1 = δ1

2 = 1
4 und α2 = δ2

2 = 1
2 , so kann man für die Multi-level Methodeneine um mindestens den Faktor

γML

γMC
≥ 1 +

1

4α1 + 1 + 2α1
α2

=
4

3
= 1.3333 (4.21)gröÿere Konvergenzrate als für die klassishe Monte-Carlo Methoden erwarten. Ist dage-gen beispielsweise α1 = 1

2 und α2 = 1 so erhält man den Faktor
γML

γMC
≥ 1 +

1

4α1 + 1 + 2α1
α2

=
5

4
= 1.25.Im Kapitel 5 werden diese Verhältnisse der Konvergenzordnungen experimentell bestä-tigt.Bemerkung 4.3 Betrahtet man Approximationen, die aus dem Di�erenzenverfahrenmit implizitem Eulerverfahren hervorgehen, so kann bei der Wahl der Parameter mn43



max(α2
α1 , 2) durh α2

α1
ersetzt werden, da Bedingung (R) niht erfüllt sein muss. Berük-sihtigt man, dass beim impliziten Verfahren der Parameter n in die Kosten quadratisheingeht (siehe Kapitel 3.1.1), so erhält man, analog wie bei dem expliziten Verfahren, beientsprehender Parameterwahl für den Fehler der klassishen Monte-Carlo Methode

e(ŶMC) ≍ C(ŶMC)
− 1

2+ 1
α1

+ 2
α2und für den Fehler der Multi-level Methode

e(ŶML) � C(ŶML)
− 1

2+ 1
2α1

+ 2
α2Werden γMC und γML analog de�niert wie für das explizite Verfahren, so erhält man

γML

γMC
≥ 1 +

1

4α1 + 1 + 4α1
α2

> 1und beispielsweise für α1 = 1
4 und α2 = 1

2 ist
γML

γMC
≥ 1 +

1

4α1 + 1 + 4α1
α2

=
5

4
= 1.25. (4.22)Die Verbesserung der Konvergenzordnung durh die Multi-level Methode ist hier kleinerals bei dem entsprehenden Beispiel (4.21) des expliziten Verfahrens.4.2 Spektral-Galerkin VerfahrenAuh für das Spektral-Galerkin Verfahren zur Lösung der Wärmeleitungsgleihung solldie shwahe Approximation mit Hilfe von Monte-Carlo Methoden untersuht werden.Insbesondere interessieren wir uns natürlih dafür, ob der Einsatz der Multi-level Metho-de entsheidende Verbesserungen bringt.4.2.1 Klassishe Monte-Carlo MethodeWir verwenden die klassishe Monte-Carlo Methode zur shwahen Approximation. DieApproximationen un(T ) von u(T ) werden mit dem Verfahren im Abshnitt 3.2.1 bereh-net. Wir erhalten die klassishe Monte-Carlo Methode

ŶMC = Ŷ n,N
MC = N−1

N
∑

j=1

F
(

u(n,j)(T )
)mit unabhängigen Kopien u(n,1)(T ), ..., u(n,N)(T ) von un(T ) als Approximation von

E[F (u(T ))] mit einem Funktional F : B → R mit B = C([0, 1]d), welhes die folgendeEigenshaft erfülle:
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(I) F ist Lipshitz-stetig, das heiÿt es gibt eine Konstante c > 0, so dass für alle
v,w ∈ C([0, 1]d) gilt

|F (v) − F (w)| ≤ c ‖v − w‖2Aus der Lipshitz-Stetigkeit folgt auÿerdem, dass F höhstens von linearem Wahstumist, das heiÿt
|F (v)| ≤ c (1 + ‖v‖2)mit einer Konstanten c. Um die Varianz der Monte-Carlo Methode ŶMC abzushätzen,zeigen wir zunähst einmal, dass ∑i∈I E

[

(Ŷi(T ))2
] nah oben beshränkt ist. Es gilt

Ŷi(T )= Ŷi(0)

νi
∏

k=1

1

1 + µi(tk,i − tk−1,i)
+

νi
∑

l=1

(

νi
∏

k=l

1

1 + µi(tk,i − tk−1,i)

)

(

βi(tl,i) − βi(tl−1,i)
)

,wobei
1

1 + µi(tk,i − tk−1,i)
≤ e−c µi(tk,i−tk−1,i),siehe ([17℄, S.9). Daraus folgt mit der Unabhängigkeit der Inkremente der BrownshenBewegung

E
[

(Ŷi(T ))2
]

=

(

〈ξ, ϕi〉
νi
∏

k=1

1

1 + µi(tk,i − tk−1,i)

)2

+ 2 〈ξ, ϕi〉
νi
∏

k=1

1

1 + µi(tk,i − tk−1,i)

νi
∑

l=1

(

νi
∏

k=l

1

1 + µi(tk,i − tk−1,i)

)

E
[(

βi(tl,i) − βi(tl−1,i)
)]

+

νi
∑

l=1

(

νi
∏

k=l

1

1 + µi(tk,i − tk−1,i)

)2

E
[

(

βi(tl,i) − βi(tl−1,i)
)2
]

= 〈ξ, ϕi〉2 e−2c µi(T−t0,i) +

νi
∑

l=1

e−2c µi(T−tl,i)(tl,i − tl−1,i)

≤ c e−c µiT + c

∫ T

0
e−c µi(T−t)dt

= c e−c µiT + c
1

µi
(1 − e−cµiT )

≤ c e−c i2T + c i−2.Damit gilt
∑

i∈I

E
[

(Ŷi(T ))2
]

≤ c
∑

i∈I

(e−c i2T + i−2) < c. (4.23)
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Die Beshränktheit von ∑i∈I E
[

|Ŷi(T )|
] lässt sih analog zeigen.Da das Funktional höhstens von linearem Wahstum ist, kann die Varianz von F (un(T ))nah oben abgeshätzt werden durh eine Konstante c, denn

V [F (un(T ))] ≤ E
[

(F (un(T )))2
]

≤ c E
[

(1 + ‖un(T )‖2)
2
]

≤ c
(

1 + 2E
[

‖un(T )‖2

]

+ E
[

‖un(T )‖2
2

])

≤ c

(

1 + 2 sup
x∈[0,1]

E

[

∣

∣

∑

i∈I

Ŷi(T ) ϕi(x)
∣

∣

]

+ sup
x∈[0,1]

E

[

∣

∣

∑

i∈I

Ŷi(T ) ϕi(x)
∣

∣

2
])

≤ c

(

1 + 2E

[

∣

∣

∑

i∈I

Ŷi(T ) 2d/2
∣

∣

]

+ E

[

∣

∣

∑

i∈I

Ŷi(T ) 2d/2
∣

∣

2
])

≤ c

(

1 + 2E

[

∑

i∈I

∣

∣Ŷi(T )
∣

∣

]

+ E

[

(

∑

i∈I

∣

∣Ŷi(T )
∣

∣

)2
])

≤ c. (4.24)In der letzten Ungleihung wird die Unabhängikeit der Ŷi(T ) und (4.23) verwendet.Für den Fehler der klassishen Monte-Carlo Methode gilt unter der Annahme (I) undmit dem Ergebnis der pfadweisen Approximation aus (3.42) und (3.43)
e(ŶMC) =

(

N−1V [F (un(T ))] +
(

E[F (un(T )) − F (u(T ))]
)2
) 1

2

≤
(

c N−1 +
(

E[c ‖un(T ) − u(T )‖2]
)2
)

1
2

≤ c
(

N−1 + E
[

‖un(T ) − u(T )‖2
2

])
1
2

≤ c (N− 1
2 + n− δ

2 ), (4.25)mit δ = 1, falls der Kovarianz-Operator Q die Identität ist und δ = 2 im Falle einesSpurklasse-Operators mit γ > 3d − 2. Die anderen möglihen Fälle folgen aus (3.43).Für die Kosten C(ŶMC) der Monte-Carlo Methode gilt
C(ŶMC) ≤ c Nn.Wie in Satz 2.1 folgt mit α = δ

2 und der Wahl N = Nn ≍ n2α

e(ŶMC) � C(ŶMC)
− α

1+2α . (4.26)Die Folge (Ŷ n,Nn

MC )n∈N von klassishen Monte-Carlo Methode besitzt also Konvergenzord-nung 1
4 , falls Q die Identität ist und 1

3 , falls Q ein Spurklasse-Operator mit γ > 3d − 2ist. 46



4.2.2 Multi-level Monte-Carlo MethodeWir setzen
w = (W (t))t∈[0,T ],wobei W die (zylindrishe) Brownshe Bewegung ist. Dann ist w eine Zufallsvariable mitWerten in

B̄ = C([0, T ] × [0, 1]d).Es seien ϕ,ϕl : B̄ → B, l ∈ N0 messbare Abbildungen, die aus w die Lösung u(T )zum Zeitpunkt T bzw. die Approximationen ul(T ) := unl(T ) aus dem Spektral-GalerkinVerfahren mit Parametern nl = M l, M ≥ 2 liefern, also
u(T ) = ϕw

ul(T ) = ϕlw.Wie in Kapitel 2.2.1 ist die Multi-level Monte-Carlo Methode für ein L ∈ N und
N0, ..., NL ∈ N de�niert durh

ŶML =

L
∑

l=0

Ŷl (4.27)mit
Ŷ0 = N−1

l

Nl
∑

j=1

F
(

ϕ0w
(j)
0

)

Ŷl = N−1
l

Nl
∑

j=1

(

F
(

ϕlw
(j)
l

)

− F
(

ϕl−1w
(j)
l

)

)und unabhängigen Kopien w
(j)
l für j = 1, ..., Nl, l = 0, ..., L von w.Für den Fehler der Multi-level Methode gilt

e(ŶML) =

(

L
∑

l=0

N−1
l Vl +

(

E[F (uL(T )) − F (u(T ))]
)2

)

1
2mit Vl = V [F (ul(T ))−F (ul−1(T ))]. Die Varianzen Vl können abgeshätzt werden durh

Vl ≤
[

(

E
[

(F (ul(T )) − F (u(T )))2
])

1
2 +

(

E
[

(F (ul−1(T )) − F (u(T )))2
])

1
2

]2

≤
[

(

E
[

c ‖ul(T ) − u(T )‖2
2

]

) 1
2

+
(

E
[

c ‖ul−1(T ) − u(T )‖2
2

]

) 1
2

]2

≤ c n−δ
l , (4.28)47



mit δ wie in (4.25), also δ = 1 im Falle der Identität als Kovarianz-Operator und δ = 2im Falle eines Spurklasse-Operators mit γ > 3d − 2.Die Abshätzung für den Bias kann analog wie bei der klassishen Monte-Carlo Methodedurhgeführt werden
∣

∣E[F (un(T )) − F (u(T ))]
∣

∣ � n− δ
2 . (4.29)Da auÿerdem die Kosten beshränkt sind durh

C(ŶML) ≤ c

L
∑

l=0

NlM
l,sind die Voraussetzungen des Satzes 2.2 mit α = δ

2 und β = δ erfüllt.Für den Fehler der Multi-level Methoden gilt also, falls Q die Identität ist,
e(ŶML) � C(ŶML)−

1
2 log

(

C(ŶML)
) (4.30)und falls Q ein Spurklasse-Operator mit γ > 3d − 2 ist

e(ŶML) � C(ŶML)−
1
2 . (4.31)Dies ist eine deutlihe Verbesserung im Vergleih zur Konvergenzordnung 1

4 bzw. 1
3 derklassishen Monte-Carlo Methode.Untere Shranken für den Fehler haben wir leider niht. Ob die Folge von klassishenMonte-Carlo Methoden wirklih nur Konvergenzrate 1

4 bzw. 1
3 hat, muss noh experi-mentell überprüft werden.4.2.3 Konvergenzordnungen im VergleihWie bei den Di�erenzenverfahren ist auh hier vor allem das Verhältnis der Konvergenz-ordnungen interessant. Wir wissen, dass

∣

∣E[F (un(T )) − F (u(T ))]
∣

∣ �
(

E ‖un(T ) − u(T )‖2
H

)
1
2 ≍ n− δ

2 . (4.32)Falls es α gibt mit
∣

∣E[F (un(T )) − F (u(T ))]
∣

∣ ≍ n−α, (4.33)so gilt α ≥ δ
2 und für den Fehler der klassishen Monte-Carlo Methode gilt analog wie in4.1.4 unter der Voraussetzung V [F (u)] 6= 0, dass

e(ŶMC) ≍ N− 1
2 + n−α

≍ C(ŶMC)
− 1

2+ 1
α . (4.34)48



Wir haben damit eine obere und untere Shranke für den Fehler und die maximaleKonvergenzordnung in Abhängigkeit von α ist
γMC :=

1

2 + 1
α

.Für den Fehler der Multi-level Methode erhält man nah Satz 2.2
e(ŶML) �

{

C(ŶMC)−
1
2 log(C(ŶMC)), β = 1,

C(ŶMC)−
1
2 , β > 1.

(4.35)Wir de�nieren γML als
γML := sup

{

α > 0 : e(ŶML) � C(ŶML)−α
}

.Im Fall β = 1 wird dieses Supremum niht unbedingt angenommen. Es gilt allerdingsimmer
γML ≥ 1

2
.Für das Verhältnis von γML und γMC erhält man

γML

γMC
≥

1
2
1

2+ 1
α

=
2 + 1

α

2
= 1 +

1

2α
> 1. (4.36)Man kann hieraus folgern, dass die Konvergenzrate für die Multi-level Methoden fürhinreihend groÿe Parameter (bzw. Kosten) immer gröÿer ist als die Konvergenzrate fürdie klassishen Monte-Carlo Methoden, falls solh ein α existiert. Für α = 1

2 beispielsweiseerhält man
γML

γMC
≥ 1 +

1

2α
= 2.4.2.4 Explizite LösungFür die Wärmeleitungsgleihung (3.30) ist es möglih die Lösung explizit darzustellen.Dies können wir nutzen, um einen Vergleihswert für die Experimente in Kapitel 5 zuberehnen. Die Lösung u der Wärmeleitungsgleihung zu einem festen Zeitpunkt t ∈ [0, T ]ist gegeben durh

u(t, .) =

∫ t

0

∫ 1

0
G(t − s, ., y)dW (s, y), (4.37)wobei G der Wärmeleitungskern aus (3.32) ist.Weiter kann u(t, .) entwikelt werden in

u(t, .) =
∑

i∈Nd

Yi(t) ϕi (4.38)
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mit unabhängigen Ornstein-Uhlenbek-Prozessen Yi, i = 1, 2, ..., die die stohastishenDi�erentialgleihungen
dYi(t) = −µiYi(t) dt + λ

1
2
i dβi(t),mit unabhängigen skalaren Brownshen Bewegungen

βi(t) = λ
− 1

2
i 〈W (t, .), ϕi〉 ,lösen. Für die Lösung Yi einer solhen Di�erentialgleihung gilt

Yi(t) = λ
1
2
i

∫ t

0
e−µi(t−s) dβi(s) ∼ N (0, σ2

i )mit
σ2

i = λ
1
2
i

∫ t

0
e−2µi(t−s) ds =

λ
1
2
i

2µi
(1 − e−2µit).Mit (4.38) können nun Realisierungen der Lösung der Wärmeleitungsgleihung simuliertwerden, wobei die Summe nah endlih vielen Summanden abgebrohen werden muss.Um den Erwartungswert von F (u(t, .)) für ein Funktional F : C([0, 1]) → R zu be-rehnen, kann man eine klassishe Monte-Carlo Methode mit N unabhängigen Kopien

u(t, .)(1), ..., u(t, .)(N) von u(t, .) verwenden. Als Approximation für diesen Erwartungs-wert erhält man
N−1

N
∑

j=1

F (u(t, .)(j)).Für das Funktional F , de�niert durh
F (u(t, .)) =

∫ 1

0
u2(t, x)dx, (4.39)kann E[F (u(t, .))] für t ∈ [0, T ] sogar ohne Monte-Carlo Methode berehnet werden, dennwegen der Orthonormalität der ϕi gilt

E
[

F (u(t, .))
]

= E

[∫ 1

0
u2(t, x) dx

]

= E

[ ∫ 1

0

(

∑

i∈Nd

Yi(t)ϕi(x)

)2

dx

]

= E

[

∑

i∈Nd

Y 2
i (t)

∫ 1

0
ϕ2

i (x) dx

]

=
∑

i∈Nd

E
[

Y 2
i (t)

]

=
∑

i∈Nd

σ2
i .
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5 SimulationenDie in den vorherigen Kapiteln beshriebenen Verfahren beruhen auf Realisierungen derInkremente der Brownshen Bewegung bzw. des Brownshen Blattes. In der Praxis wer-den diese Realisierungen simuliert. Für die Simulationen verwenden wir Zufallszahlen,die mit Hilfe eines Zufallszahlengenerators, dem Mersenne Twister, generiert werden.Der Mersenne Twister liefert Pseudo-Zufallszahlen, die wir als Realisierungen von unab-hängigen und auf dem Intervall [0, 1] gleihverteilten Zufallsvariablen ansehen. Für dieSimulation der Inkremente benötigen wir allerdings normalverteilte Zufallszahlen. Da-zu kann die Box-Muller Methode verwendet werden. Sie transformiert einen auf demEinheitsquadrat [0, 1]2 gleihverteilten Zufallsvektor in einen zweidimensional standard-normalverteilte Zufallsvektor. Durh Multiplikation mit σ ∈ R erhält man aus einerstandard normalverteilten Zufallsvariable eine normalverteilte Zufallsvariablen mit Er-wartungswert 0 und Varianz σ2.Die Inkremente der Brownshen Bewegung lassen sih auf diese Weise simulieren, dennbekanntlih gilt
W (ti+1) − W (ti) ∼ N (0, ti+1 − ti), i = 0, . . . ,m − 1

W (t1) − W (t0), W (t2) − W (t1), . . . ,W (tm) − W (tm−1) sind unabhängigfür 0 = t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tm = T .Ist W wie bei den Verfahren für stohastihe partielle Di�erentialgleihungen ein Brown-shes Blatt auf [0, T ] × [0, 1], so gilt
W (ti+1, xk+1) − W (ti, xk+1) − (W (ti+1, xk) − W (ti, xk)) ∼ N (0, (ti+1 − ti)(xk+1 − xk))und die Inkremente sind unabhängig für i = 0, . . . ,m− 1 und k = 0, . . . , n− 1. Auh dieInkremente des Brownshen Blattes können somit wie oben beshrieben simuliert werden.Um die vershiedenen Monte-Carlo Methoden vergleihen zu können, wird jeweils derexperimentell berehnete Fehler in Abhängigkeit der Kosten der Methode dargestellt.Um den Fehler einer Monte-Carlo Methode Ŷ zu berehnen, wurden Realisierungen von
100 unabhängigen Kopien Ŷ (1), ..., Ŷ (100) von Ŷ simuliert. Die Simulationswerte bezeih-nen wir mit y(1), ..., y(100) und setzen

RMSE100 =





1

100

100
∑

j=1

(

y(j) − E[F (u)]
)2





1
2

. (5.1)Aufgrund der sehr langen Laufzeiten der Programme, die in der Gröÿenordnung vonmehreren Tagen liegen, kann die Anzahl der unabhängigen Kopien niht beliebig erhöht51



werden. Eine Begründung dafür, dass 100 Realisierungen ausreihend sind, erhält manbei der Betrahtung der Simulationen einer Realisierung der Zufallsavariablen
DM =

1

M

M
∑

j=1

Ŷ (j)für M = 1, ..., 200 mit unabhängigen Kopien Ŷ (j) der Monte-Carlo Methode Ŷ und dendazugehörenden Kon�denzintervallen. In Abbildung 5.1 sind als Beispiel Simulationen für
DM und Kon�denzintervalle zum Niveau 0.95 für eine klassishe Monte-Carlo Methode
ŶMC zur Approximation der Lösung der Wärmeleitungsgleihung aus Abshnitt 5.2.1 zusehen. Dabei liegt der Monte-Carlo Methode ŶMC = Ŷ n,m,N

MC das Di�erenzenverfahrenund feste Parameter n, m und N zugrunde (vgl. Abbildung 5.8). Wie man in Abbildung5.1 sieht, sind bei etwa M = 100 die Kon�denzintervalle und damit auh die Shwan-kungen von DM niht mehr allzu groÿ. Vergleiht man die Gröÿe der Kon�denzintervallebei M = 100 und M = 200 so sieht man, dass die Verbesserung bei einer Verdopplungder Anzahl der Kopien von Ŷ gering ist.
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Abbildung 5.1: DM und Kon�denzintervalle5.1 Stohastishe gewöhnlihe Di�erentialgleihungenWir beginnen mit einem Beispiel aus der Finanzmathematik. Dazu betrahten wir diestohastishe Di�erentialgleihung
du(t) = ru(t)dt + σu(t)dW (t), 0 ≤ t ≤ 1, (5.2)
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mit u(0) = 1, r = 0.05, σ = 0.2 und einer Brownshen Bewegung W . Diese Di�erential-gleihung besitzt eine eindeutige starke Lösung u, die gegeben ist durh
u(t) = u(0)e(r−σ2

2
)t+σW (t), 0 ≤ t ≤ 1. (5.3)Die Lösung u ist also eine geometrishe Brownshe Bewegung. Wie in Kapitel 2.3 ver-wenden wir als Basis ein einfahes Eulerverfahren und vergleihen dann die klassisheMonte-Carlo Methode (MC) mit der Multi-level Monte-Carlo Methode (ML) zur Appro-ximation von E[Fi(u)] für die Funktionale

F1(u) = u(T )

F2(u) = max (u(T ) − K, 0)

F3(u) = max

(∫ T

0
u(t)dt − K, 0

)mit T = 1 und K = 1. Das Funktional F1 ist die Auswertung von u zum Endzeitpunkt,
F2 ist die Auszahlungsfunktion eines europäishen Calls und F3 ist die einer AsiatishenOption. Diskontierungsfaktoren wurden der Einfahheit halber weggelassen.Die Erwartungswerte E[Fi(u)] können für die Funktionale F1 und F2 explizit berehnetwerden. Es gilt

E[F1(u)] = u(0)erT

E[F2(u)] = u(0)erT Φ

(

log(u(0)/K) + (r + σ2

2 )T

σ
√

T

)

− Φ

(

log(u(0)/K) + (r − σ2

2 )T

σ
√

T

)mit der Verteilungsfunktion Φ der Standard-Normalverteilung. Letztere Formel entsprihtder Blak-Sholes-Formel, allerdings ohne Diskontierung. Mit der expliziten Formel (5.3)für die Lösung u und der klassishen Monte-Carlo Methode kann eine sehr gute Approxi-mation von E[F3(u)] berehnet werden, die wir als exakte Lösung ansehen. Das heiÿt wirverwenden diese Approximation anstelle von E[F3(u)] in der Berehnung von RMSE100.Eine Tabelle mit diesen Vergleihswerten und den Parametern, die für die Monte-CarloMethoden gewählt wurden, ist in Kapitel 5.4 zu �nden, damit die Ergebnisse reprodu-zierbar sind.In Kapitel 2.3.1 wurde gezeigt, dass für den Fehler der klassishen Monte-Carlo Me-thoden e(ŶMC) � N− 1
2 + n−1 gilt, wobei n der Diskretisierungsparameter der Zeit fürdas Eulerverfahren und N die Anzahl der unabhängigen Kopien für die Monte-CarloMethode ist. Wegen diesem Zusammenhang wurden die Parameter n und N so gewählt,dass N ≍ n2 gilt. In 2.3.2 wurde gezeigt, dass für die Multi-level Methoden die Vor-aussetzungen des Satzes 2.2 mit α = 1 und β = 1 erfüllt sind. Deswegen sind die Pa-rameter Nl für l = 0, ..., L bezüglih der oberen Fehlershranke optimal gewählt, wenn

Nl ≍ (M l)−1(ML)2. Die optimalen Parameter sind leider immer nur bis auf Konstantenbekannt. Die Experimente wurden deswegen jeweils mit vershiedenen Proportionalitäts-konstanten durhgeführt und die besten Ergebnisse wurden für die Abbildungen ausge-wählt. Bei dieser Auswahl wurde in erster Linie darauf geahtet, dass die Konvergenzrate53



maximal ist und als zweites sollten die Werte der Fehler möglihst klein sein.Die Geraden in den Abbildungen sind Regressionsgeraden, wobei beahtet werden muss,dass die Ahsen logarithmish sind. In der ursprünglihen Skalierung entsprehen sieFunktionen der Form b C−a, wobei die Variable C den Kosten, also der Anzahl derAufrufe des Zufallszahlengenerators, entspriht. Die negative Steigung a der Geradenentspriht dann der Konvergenzrate der Methode.
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Abbildung 5.2: Fehler und Kosten der Approx. von E[F1(u)] für SDE
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Abbildung 5.3: Fehler und Kosten der Approx. von E[F2(u)] für SDE
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Abbildung 5.4: Fehler und Kosten der Approx. von E[F3(u)] für SDENah den theoretishen Ergebnissen aus Kapitel 2.3.1 bzw. 2.3.2 sollte für den Feh-ler der MC-Methoden gelten e(ŶMC) � C− 1
3 und für den Fehler der ML-Methoden

e(ŶML) � C− 1
2 log(C). Obwohl sih die Konvergenzordnung der ML-Methoden für gröÿerwerdende Kosten der Konvergenzordnung 1

2 nähert, können wir niht unbedingt erwarten,dass die Konvergenzrate der ML-Methoden 1
2 ist für Kosten im Bereih von 105 − 109.55



Der Faktor log(C) kann hierbei niht ganz vernahlässigt werden.Die folgenden beiden Abbildungen sollen helfen eine bessere Vorstellung der Fehlershran-ken zu bekommen.
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Abbildung 5.5: Fehlershranken im Vergleih
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Abbildung 5.6: Fehlershranke der ML-Methode und Regressionsgerade
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In Abbildung 5.6 ist C− 1
2 log C im Bereih von C = 105 bis C = 109 zu sehen. Das ist etwader Bereih, in dem auh die Kosten der Monte-Carlo Methoden liegen. Auÿerdem zeigtdie Abbildung eine Regressionsgerade aus den Daten (C,C− 1

2 log C) mit C = 10k, k =
5, ..., 9. Genauer gesagt entspriht diese Gerade der Funktion 5.652 C−0.436. Wir könnendaraus folgern, dass etwa 0.436 die Konvergenzrate ist, die für die ML-Methoden indiesem Kostenbereih mindestens erwartet werden kann.Shauen wir nun noh einmal zurük zu den Abbildungen 5.2�5.4, so sehen wir, dass dieKonvergenzraten der MC-Methoden wie erwartet etwa 1

3 sind. Die Konvergenzraten derML-Methoden sind deutlih gröÿer als 1
3 und in der Tat sind sie immer mindestens 0.436.Die experimentellen Ergebnisse erfüllen damit genau die Erwartungen aus der Theorie.5.2 Di�erenzenverfahrenAls nähstes werden die experimentellen Ergebnisse für die MC-Methode und die ML-Methode, angewandt auf die Di�erenzenverfahren aus Kapitel 3.1, vorgestellt. In denAbbildungen 5.8�5.11 ist wieder der Fehler der jeweiligen Methode in Abhängigkeit derKosten dargestellt. Die theoretishen Ergebnisse dazu sind in Kapitel 4.1 zu �nden.5.2.1 Quasi-lineare parabolishe stohastishe partielleDi�erentialgleihungenWärmeleitungsgleihungDas einfahste Beispiel einer quasi-linearen stohastishen Di�erentialgleihung (3.5)�(3.7) ist die Wärmeleitungsgleihung mit

g ≡ 0, f ≡ 0, σ ≡ 1, u0 ≡ 0.Abbildung 5.7 zeigt pfadweise Approximationen dieser Wärmeleitungsgleihung zumZeitpunkt T = 1 zu vershiedenen Parametern, aber jeweils zum selben Pfad des Brown-shen Blattes W .
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Abbildung 5.7: Simulationen von un
m(1)Für die shwahe Approximation wurden als Funktionale

F1(u) =

∫ 1

0
u2(x, 1)dx

F2(u) = max
x∈[0,1]

u(x, 1)

F3(u) =

∫ 1

0
u(x, 1)dx

F4(u) =

∫ 1

0

∫ 1

0
u2(x, t)dxdtgewählt, wobei T = 1 der Endzeitpunkt ist.Wie in 4.2.4 kann eine sehr gute Näherung von E[Fi(u)] berehnet werden. Damit habenwir einen Vergleihswert für unsere Approximationen, die aus den Di�erenzenverfahrenhervorgehen. Diese Werte sind in Tabellen in Kapitel 5.4 zu �nden.In den Abbildungen 5.8�5.15 wird die MC-Methode mit der ML-Methode verglihen,wobei jeweils das Di�erenzenverfahren mit explizitem oder implizitem Eulerverfahrenzugrunde liegt.Für den Fehler der MC-Methoden gilt

e(ŶMC) � N
− 1

2
n + m

− 1
4

n + n− 1
2nah Kapitel 4.1.3. Das heiÿt die Parameter sind in Bezug auf die obere Shranke optimal,wenn Nn ≍ n und mn ≍ n2. Wir können damit für die MC-Methoden Konvergenzrate 1

858



erwarten. Da für die ML-Methoden mit
ul := unl

ml
, nl =

√
M

l
, ml = 4M ldie Voraussetzungen des Satz 2.2 mit α = 1

4 , β = 1
2 und γ = 1

2 erfüllt sind, wählen wir
Nl ≍ (ML)

3
4 (M l)−

3
4 und erwarten Konvergenzrate 1

6 .Es werden zuerst die Ergebnisse der Methoden, die als Basis das explizite Eulerverfahrenverwenden, dargestellt.
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Abbildung 5.8: Fehler und Kosten der Approx. von E[F1(u)] für Wärmeleitungsgleihungmit explizitem Eulerverfahren
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Abbildung 5.9: Fehler und Kosten der Approx. von E[F2(u)] für Wärmeleitungsgleihungmit explizitem Eulerverfahren
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Abbildung 5.10: Fehler und Kosten der Approx. von E[F3(u)] für Wärmeleitungsglei-hung mit explizitem Eulerverfahren
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Abbildung 5.11: Fehler und Kosten der Approx. von E[F4(u)] für Wärmeleitungsglei-hung mit explizitem EulerverfahrenDie nah Kapitel 4.1.3 mindestens erwarteten Konvergenzraten sind für die MC-Methoden
1
8 = 0.125 und für die ML-Methoden 1

6 = 0, 167. Die Shranken für die Fehler sind aller-dings nur obere Shranken, deshalb können die Konvergenzraten auh gröÿer sein. Wiein Abbildung 5.8�5.11 zu sehen ist, sind die Konvergenzraten der MC-Methoden in derTat oft gröÿer als 1
8 . Die Konvergenzraten der ML-Methoden sind allerdings auh stetsgröÿer als 1

6 . Interessant ist für uns vor allem das Verhältnis der Konvergenzraten dervershiedenen Methoden. Aufgrund der theoretishen Ergebnisse des Kapitels 4.1.4 er-warten wir zumindest, dass die Konvergenzraten der ML-Methoden gröÿer sind als dieder MC-Methoden. Rehnet man die Quotienten der Raten aus, so stellt man fest, dassdie Rate der ML-Methoden in den Abbildungen immer mindestens 1.3 Mal so groÿ istwie die entsprehende Rate der MC-Methoden.Die Laufzeiten der Programme für die Monte-Carlo Methoden sind zu den Kosten Cproportional. Für Kosten C = 1010 liegt die Laufzeit zur Berehnung von RMSE100 inder Gröÿenordnung von mehreren Tagen.Nun werden auh die Resultate der Monte-Carlo Methoden mit dem impliziten Euler-verfahren vorgestellt.
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Abbildung 5.12: Fehler und Kosten der Approx. von E[F1(u)] für Wärmeleitungsglei-hung mit implizitem Eulerverfahren
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Abbildung 5.13: Fehler und Kosten der Approx. von E[F2(u)] für Wärmeleitungsglei-hung mit implizitem Eulerverfahren
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Abbildung 5.14: Fehler und Kosten der Approx. von E[F3(u)] für Wärmeleitungsglei-hung mit implizitem Eulerverfahren
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Abbildung 5.15: Fehler und Kosten der Approx. von E[F4(u)] für Wärmeleitungsglei-hung mit implizitem EulerWie shon in Kapitel 3.1.1 erwähnt, sind die Kosten für das implizite Eulerverfahrengröÿer als für das explizite Eulerverfahren. Die De�nition der Kosten, über die Anzahlder Aufrufe des Zufallszahlengenerators können wir für das Di�erenzenverfahren mit im-63



plizitem Eulerverfahren niht mehr verwenden. Um trotzdem das explizite Verfahren mitdem impliziten Verfahren vergleihen zu können, fügen wir den Kosten einen Korrektur-faktor hinzu. Wir wissen, dass der Parameter n zu einem gewissen Anteil quadratishin die Kosten des impliziten Verfahrens eingeht. Für die hier verwendete Implementie-rung kann man für die Kosten C das Modell C = mn(1 + c(n − 1)) mit einer Kon-stante c aufstellen. Experimentell wurde c bestimmt und man erhält als Kosten für dieBerehnung einer Realisierung des Di�erenzenverfahrens mit implizitem Eulerverfahren
mn(1 + 0.065(n − 1)), falls die Kosten für das Verfahren mit explizitem Eulerverfahren
mn sind. Daraus lässt sih folgern, dass die mindestens erwarteten Konvergenzraten fürdie Monte-Carlo Methoden mit implizitem Eulerverfahren kleiner sind als mit explizitemEulerverfahren. Unter der Berüksihtigung, dass n quadratish in die Kosten eingeht,kann analog wie in 4.1.3 gezeigt werden, dass die MC-Methoden mit implizitem Euler-verfahren Konvergenzordnung 1

10 besitzen. Die Voraussetzung (iii) aus Satz 2.2 ist fürdas implizite Eulerverfahren niht mehr mit γ = 1
2 erfüllt, sondern nur noh mit γ = 1.Man erhält als Konvergenzordnung 1

8 für die ML-Methoden.Leider müssen wir aber auh feststellen, dass in den Abbildungen 5.12�5.15 keine groÿeVerbesserung durh die ML-Methode zu sehen ist. Auh nah Bemerkung 4.3 erwartetman für das implizite Verfahren eine weniger groÿe Verbesserung der Konvergenzratedurh die ML-Methode als für das explizite Verfahren.Aus diesen Gründen werden für die weiteren Beispiele für das Di�erenzenverfahren nurnoh Methoden untersuht, die das explizite Eulerverfahren verwenden.Quasi-lineare parabolishe SPDEEs soll nun noh ein weiteres Beispiel einer quasi-linearen parabolishen stohastisheDi�erentialgleihung betrahtet werden. Dazu wird in (3.5)�(3.7)
f(t, x, u(t, x)) = −u(t, x), σ(t, x, u(t, x)) ≡ 1, u0(x) = sin(πx)gesetzt. Die erste Abbildung zeigt pfadweise Approximationen zu vershiedenen Parame-tern, aber jeweils zum selben Pfad des Brownshen Blattes.
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Abbildung 5.16: Simulationen von un
m(1)Die für die shwahe Approximation verwendeten Funktionale sind dieselben, wie für dieWärmeleitungsgleihung im Abshnitt vorher. Leider können hier Vergleihswerte, dieals exakte Lösungen angesehen werden, niht mehr wie bei der stohastishen Wärme-leitungsgleihung berehnet werden. Wir haben hier nur die Möglihkeit die klassisheMonte-Carlo Methode mit dem Di�erenzenverfahren für sehr groÿe Parameter zu ver-wenden. Die Parameter und die daraus resultierenden Vergleihswerte sind in Kapitel 5.4tabellarish dargestellt. Die Fehlerabshätzungen und damit auh die Wahl der Parame-ter sind für diese quasi-lineare parabolishe SPDE dieselben wie bei der stohastisheWärmeleitungsgleihung im Abshnitt vorher.
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Abbildung 5.17: Fehler und Kosten der Approx. von E[F1(u)] für Quasi-lineare parabo-lishe SPDE
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Abbildung 5.18: Fehler und Kosten der Approx. von E[F2(u)] für Quasi-lineare parabo-lishe SPDE
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Abbildung 5.19: Fehler und Kosten der Approx. von E[F3(u)] für Quasi-lineare parabo-lishe SPDE
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Abbildung 5.20: Fehler und Kosten der Approx. von E[F4(u)] für Quasi-lineare parabo-lishe SPDEBetrahtet man die Konvergenzraten in den Abbildungen 5.17�5.20, so stellt man fest,dass auh hier wie erwartet die Konvergenzraten der MC-Methoden mindestens 1
8 unddie der ML-Methoden mindestens 1

6 sind. Auÿerdem ist auh hier jeweils die Rate der67



ML-Methoden mindestens um den Faktor 1.3 gröÿer als die der MC-Methoden.5.2.2 Stohastishe Burgers-GleihungAls letztes Beispiel für das Di�erenzenverfahren betrahten wir die stohastishe Burgers-Gleihung aus (3.22)�(3.24). Zuerst ist auh hier wieder eine Abbildung mit pfadweisenApproximationen zu vershiedenen Parametern zu sehen.
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Abbildung 5.21: Simulationen von un
m(1)Für die shwahe Approximation verwenden wir wieder dieselben Funktionale wie für diequasi-linearen SPDEs. Die Vergleihswerte können hier leider wieder nur mit dem Dif-ferenzenverfahren und der klassishe Monte-Carlo Methode mit sehr groÿen Parameternberehnet werden. Fehlerabshätzungen für die Approximation mit Di�erenzenverfahrensind für die Burgers-Gleihung leider niht bekannt. Wir können lediglih die Hypotheseaufstellen, dass sih Fehler und Kosten wie bei den quasi-linearen SPDEs verhalten unddemnah auh die Parameter wie bei den quasi-linearen SPDEs wählen. Die Resultatesind in den Abbildungen 5.22�5.25 zu sehen.
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Abbildung 5.22: Fehler und Kosten der Approx. von E[F1(u)] für Burgers-Gleihung

 0.01

 0.1

 1e+06  1e+07  1e+08  1e+09  1e+10

R
M

S
E

10
0

Kosten C

MC
1.721*C−0.182

ML
4.3*C−0.279

Abbildung 5.23: Fehler und Kosten der Approx. von E[F2(u)] für Burgers-Gleihung
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Abbildung 5.24: Fehler und Kosten der Approx. von E[F3(u)] für Burgers-Gleihung
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Abbildung 5.25: Fehler und Kosten der Approx. von E[F4(u)] für Burgers-GleihungDie experimentellen Resultate für die Burgers-Gleihung sind sehr ähnlih wie die derquasi-linearen SPDEs. Die Vermutungen über Konvergenzordnungen der Verfahren fürdie Burgers-Gleihung werden also durh die Experimente unterstützt. Die Konvergenz-raten der Multi-level Methode sind auh hier mindestens um den Faktor 1, 3 gröÿerals die der einfahe Monte-Carlo Methode. Da niht bekannt ist, wie die stohastishe70



Burgers-Gleihung explizit gelöst werden kann, ist man auf numerishe Verfahren ange-wiesen. Es ist deshalb besonders erfreulih zu sehen, dass die Multi-level Methode auhfür diese komplizierte Gleihung eine deutlihe Verbesserung im Vergleih zur klassishenMonte-Carlo Methode ist, auh wenn dies theoretish noh niht bewiesen ist. In Abbil-dung (5.25) beispielsweise erreiht die ML-Methode für Kosten C = 1010 einen Fehler,der etwa 0.0003 ist. Um mit der MC-Methode eine Approximation zu erhalten, derenFehler ebenso klein ist, benötigte man Kosten C > 1013. Das bedeutet man hätte beider MC-Methode einen mindestens um den Faktor 1000 groÿeren Zeitaufwand als bei derML-Methode, um Approximationen mit dem Fehler 0.0003 zu bekommen. Die Laufzeitender Programme liegen für Kosten C = 1010 etwa in der Gröÿenordnung eines Tages, dasbedeutet die Laufzeiten für die Programme mit C = 1013 liegen in der Gröÿenordnungvon etwa 1000 Tagen, was etwa 3 Jahren entspriht. An diesem Rehenbeispiel ist zusehen wie groÿ die Verbesserung durh die Multi-level Methode ist.5.3 Spektral-Galerkin Verfahren5.3.1 Wärmeleitungsgleihung mit Raum-Zeit Weiÿem RaushenFür die Spektral-Galerkin Verfahren betrahten wir zuerst die Wärmeleitungsgleihungaus (3.30) mit Raum-Zeit Weiÿem Raushen, Anfangsbedingung u(0) = 0 und d = 1.Pfadweise ApproximationAbbildung 5.26 zeigt Realisierungen von un(1) aus 3.2.1 zu vershiedenen Parametern n,die aber zum selben Pfad der (zylindrishen) Brownshen Bewegung W gehören.
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Abbildung 5.26: Realisierung von un(1) für d = 1, γ = 071



Shwahe ApproximationFür die shwahe Approximation wurden die Vergleihswerte wie in 4.2.4 berehnet. Inden folgenden Abbildungen ist der Fehler der MC-Methoden aus 4.2.1 und der ML-Methoden aus 4.2.2 zu sehen. Es wurden die Funktionale F1, F2 und F3 wie bei denDi�erenzenverfahren verwendet. Die Fehlerabshätzungen aus Kapitel 4.2 sind allerdingsniht für alle Funktionale gültig. Das Funktional F3 erfüllt die Voraussetzung (I). Für dieanderen Funktionale kann nur vermutet werden, dass die Konvergenzraten ähnlih sind.Die Parameter wurden für die MC-Methoden so gewählt, dass N ≍ n ist (siehe 4.2.1)und für die ML-Methoden folgt aus Satz 2.2, dass Nl ≍ ML

M l optimal in Bezug auf dieoberen Fehlershranken ist. Es wurden auh hier wieder Experimente mit untershied-lihen Proportionalitätskonstanten durhgeführt und die besten Ergebnisse ausgewählt,das heiÿt diejenigen mit der gröÿten Konvergenzrate und einem möglihst kleinen Fehler.Die in den Abbildungen verwendeten Parameter sind wieder in Kapitel 5.4 zu �nden.In den Abbildungen 5.27�5.29 haben die MC-Methoden jeweils etwa die Konvergenzrate
1
4 und die ML-Methoden fast 1

2 . Genau das wurde aufgrund der theoretishen Ergebnisse(4.26) und (4.30) mindestens erwartet. Die ML-Methode hat für groÿe Kosten C in allenFällen auh absolut gesehen einen deutlih kleineren Fehler als die MC-Methode.
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Abbildung 5.27: Fehler und Kosten der Approx. von E[F1(u)] für d = 1, γ = 0
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Abbildung 5.28: Fehler und Kosten der Approx. von E[F2(u)] für d = 1, γ = 0
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Abbildung 5.29: Fehler und Kosten der Approx. von E[F3(u)] für d = 1, γ = 0Für das Funktional F3 sind die Konvergenzraten wie erwartet und auh für die Funktio-nale F1 und F2 bestätigt sih die Vermutung.
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5.3.2 Wärmeleitungsgleihung mit nuklearem RaushenNun sollen auh die Ergebnisse des Spektral-Galerkin-Verfahrens für die Wärmeleitungs-gleihung mit nuklearem Raushen vorgestellt werden. Das heiÿt γ ist jetzt gröÿer alsNull. Die Monte-Carlo Methoden werden an Wärmeleitungsgleihungen (3.30) mit d = 1und d = 2 und an vershiedenen Funktionalen getestet.
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Abbildung 5.30: Fehler und Kosten der Approx. von E[F1(u)] für d = 1, γ = 2
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Abbildung 5.31: Fehler und Kosten der Approx. von E[F1(u)] für d = 1, γ = 474
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Abbildung 5.32: Fehler und Kosten der Approx. von E[F1(u)] für d = 2, γ = 8
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Abbildung 5.33: Fehler und Kosten der Approx. von E[F2(u)] für d = 1, γ = 2
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Abbildung 5.34: Fehler und Kosten der Approx. von E[F2(u)] für d = 1, γ = 4
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Abbildung 5.35: Fehler und Kosten der Approx. von E[F2(u)] für d = 2, γ = 8
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Abbildung 5.36: Fehler und Kosten der Approx. von E[F3(u)] für d = 1, γ = 2
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Abbildung 5.37: Fehler und Kosten der Approx. von E[F3(u)] für d = 1, γ = 45.4 Parameter und VergleihswerteDer Vergleihswert, der in den Programmen als exakte Lösung angenommen wurde, wirdhier mit D bezeihnet. Dieser Wert geht für die vershiedenen Gleihungen aus unter-77



shiedlihen Verfahren hervor. Mit B erhalten wir ein Kon�denzintervall
I = [D − B,D + B]zum Niveau 0.95.SDEFür die Funktionale F1 und F2 kann E[Fi(u)] für i = 1, 2 exakt berehnet werden (sieheKapitel 5.1). Für das Funktional F3 wurde der Vergleihswert D mit einer klassishenMonte-Carlo Methode und mit Hilfe der expliziten Darstellung der Lösung der SDE wiein (5.3) berehnet.In den Abbildungen 5.2�5.4 wurden für die Multi-level Methoden L = 1, 2, ... und M = 4gewählt. Diese Wahl von M ist begründet durh ([7℄, S. 611). Die Kosten der Multi-levelMethoden Ŷ L

ML für L = 1, 2, ... sind durh M und die Wahl der Nl, l = 0, ..., L bestimmt.Der Parameter n wurde für die klassishen Monte-Carlo Methoden so gewählt, dass manMonte-Carlo Methoden mit ähnlih groÿen Kosten erhält, wie die der Multi-level Metho-den. Dafür wurde n =
⌊

4 · 100.4·k
⌋, k = 1, 2, ... gewählt. Die restlihen Parameter sindder Tabelle entnehmbar.Abbildung D B N nl Nl5.2 1.051271 0 n2 M l n2

L

nl5.3 0.109864 0 n2 M l n2
L

nl5.4 0.06059 1.4 · 10−5 n2 M l n2
L

nlDi�erenzenverfahren für Wärmeleitungsgleihung (explizit)Die Vergleihswerte D für die Wärmeleitungsgleihung wurden gemäÿ Kapitel 4.2.4 be-rehnet. Für die Multi-level Methode wurde L = 1, 2, ... und M = 4 gewählt und für dieklassishe Monte-Carlo Methode n =
⌊

100.2·k
⌋, k = 1, 2, .... Die Wahl von M ist dadurhbegründet, dass die Parameter nl und ml für alle l = 0, 1, ... natürlihe Zahlen sein müs-sen.Abbildung D B m N nl ml Nl5.8 0.083333 < 10−6 4n2 200n 2

√
M

l
4n2

l 100(nL

nl
)

3
45.9 0.43802 0.002 4n2 200n 2

√
M

l
4n2

l 100(nL

nl
)

3
45.10 0 0 4n2 1000n 2

√
M

l
4n2

l 1000(nL

nl
)

3
45.11 0.080555 < 10−6 4n2 200n 2

√
M

l
4n2

l 100(nL

nl
)

3
4Di�erenzenverfahren für Wärmeleitungsgleihung (implizit)Für die Multi-level Methode wurde L = 1, 2, ... und M = 4 gewählt und für die klassisheMonte-Carlo Methode n =

⌊

100.2·k
⌋, k = 1, 2, ....
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Abbildung D B m N nl ml Nl5.12 0.083333 < 10−6 4n2 200n 4
√

M
l

0.5n2
l 100(nL

nl
)

3
45.13 0.43802 0.002 4n2 200n 4

√
M

l
0.5n2

l 100(nL

nl
)

3
45.14 0 0 4n2 1000n 4

√
M

l
0.5n2

l 1000(nL

nl
)

3
45.15 0.080555 < 10−6 4n2 200n 4

√
M

l
0.5n2

l 100(nL

nl
)

3
4Di�erenzenverfahren für quasi-linear parabolishe SPDEFür die quasi-lineare SPDE wurden die Vergleihswerte mit dem Di�erenzenverfahrenund der klassishen Monte-Carlo Methode berehnet. Dafür wurden die Parameter

n = 102.5,

m = 4 · 105,

N = 12500gewählt. Für die Multi-level Methode wurde L = 1, 2, ... und M = 4 gewählt und für dieklassishe Monte-Carlo Methode n =
⌊

100.2·k
⌋, k = 1, 2, ....Abbildung D B m N nl ml Nl5.17 0.07902 0.0011 4n2 200n 2

√
M

l
4n2

l 200(nL

nl
)

3
45.18 0.42204 0.0037 4n2 200n 2

√
M

l
4n2

l 200(nL
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)

3
45.19 -0.00265 0.0032 4n2 1000n 2

√
M

l
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nl
)

3
45.20 0.09916 0.0003 4n2 200n 2

√
M

l
4n2

l 200(nL

nl
)

3
4Di�erenzenverfahren für Burgers-GleihungAuh für die Burgers-Gleihung wurden die Vergleihswerte mit dem Di�erenzenverfahrenund der klassishen Monte-Carlo Methode berehnet. Dafür wurden

n = 102.5,

m = 4 · 105,

N = 25000.gewählt. Für die Multi-level Methode wurde L = 1, 2, ... und M = 4 gewählt und für dieklassishe Monte-Carlo Methode n =
⌊

100.2·k
⌋, k = 1, 2, ....Abbildung D B m N nl ml Nl5.22 0.07869 0.0008 4n2 400n 2

√
M

l
4n2

l 200(nL

nl
)

3
45.23 0.42186 0.0026 4n2 400n 2

√
M

l
4n2

l 200(nL

nl
)

3
45.24 -0.00018 0.0005 4n2 1000n 2

√
M

l
4n2

l 1000(nL

nl
)

3
45.25 0.07617 0.0002 4n2 400n 2

√
M

l
4n2

l 200(nL

nl
)
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Spektral-Galerkin-VerfahrenFür die Multi-level Methode wurde L = 1, 2, ... und M = 4 gewählt und für die klassisheMonte-Carlo Methode n =
⌊

100.4·k
⌋, k = 1, 2, ....Abbildung D B N nl Nl5.27 0.083333 < 10−6 10n M l 100nL

nl5.28 0.43802 0.002 n M l 10nL

nl5.29 0 < 10−6 100n M l 1000nL

nl5.30 0.054831 < 10−6 10n M l 1000nL

nl5.31 0.051539 < 10−6 10n M l 1000nL

nl5.32 0.001619 < 10−6 10n M l 1000nL

nl5.33 0.16556 0.0018 10n M l 1000nL

nl5.34 0.13598 0.0017 10n M l 1000nL

nl5.35 0.03527 0.0008 10n M l 100nL

nl5.36 -0.00046 0.0019 10n M l 1000nL

nl5.37 -0.00048 0.0019 10n M l 1000nL

nl

80



Literaturverzeihnis[1℄ Alabert, A. and Gyöngy, I. (2006), On Numerial Approximation of Stohasti Bur-gers' Equations, From Stohasti Calulus to Mathematial Finane, The ShiryaevFestshrift, 1-15, Springer, Berlin.[2℄ Creutzig, J., Dereih, S., Müller-Gronbah, T., Ritter, K. (2008), In�nite-Dimensional Quadrature and Approximation of Distributions, to appear in Founda-tions of Computational Mathematis.[3℄ Da Prato, G., Debusshe, A., Temam, R. (1994), Stohasti Burgers' Equation,Nonlinear Di�erential Equations and Appliations 4, 389-402.[4℄ Da Prato, G., Zabzyk, J. (1992), Stohasti Equations in In�nite Dimensions, Cam-bridge University Press, Cambridge.[5℄ Foias, C. (2001), Navier-Stokes Equations and Turbulene, Cambridge UniversityPress, Cambridge.[6℄ Gentle, J.E. (2003), Random Number Generation and Monte Carlo Methods, Sprin-ger, New York.[7℄ Giles, M.B. (2008), Multi-level Monte Carlo Path Simulation, Operations Researh56, 607-617.[8℄ Glasserman, P. (2004), Monte Carlo Methods in Finanial Engineering, Springer,New York.[9℄ Gyöngy, I. (1998), Existene and Uniqueness Results for Semilinear Stohasti Par-tial Di�erential Equations, Stohasti Proesses and their Appliations 73, 271-299.[10℄ Gyöngy, I. (1998), Lattie Approximations for Stohasti Quasi-linear ParaboliDi�erential Equations Driven by Spae-Time White Noise I, Potential Analysis 9,1-25.[11℄ Gyöngy, I. (1999), Lattie Approximations for Stohasti Quasi-linear ParaboliDi�erential Equations Driven by Spae-Time White Noise II, Potential Analysis 11,1-37.[12℄ Hutter, K. (2003), Fluid- und Thermodynamik, Springer, Berlin.[13℄ Kallianpur, G., Xiong, J. (1995), Stohasti Di�erential Equations in In�nite Di-mensional Spaes, Inst. Math. Statist., Hayward.81



[14℄ Karatzas, I. und Shreve, S.E. (2000), Brownian Motion and Stohasti Calulus,Springer, New York.[15℄ Klar, H.(2005), Partielle Di�erentialgleihungen der Physik, Der Andere Verlag.[16℄ Kloeden, P.E. und Platen, E. (1999), Numerial Solution of Stohasti Di�erentialEquations, Springer, Berlin.[17℄ Müller-Gronbah, T., Ritter, K. und Wagner, T. (2008), Optimal Pointwise Appro-ximation of a Linear Stohasti Heat Equation with Additive Spae-Time WhiteNoise, Monte Carlo and Quasi-Monte Carlo Methods 2006, 577-589, Springer, Ber-lin.[18℄ Müller-Gronbah, T., Ritter, K. und Wagner, T. (2008), Optimal Pointwise Appro-ximation of In�nite-Dimensional Ornstein-Uhlenbek Proesses, to appear in Sto-hastis and Dynamis.[19℄ Papageorgiou, A. und Wasilkowski, G. W. (1990), On the Average Complexity ofMultivariate Problems, Journal of Complexity 6, 1-23.[20℄ Temam, R. (1997), In�nite-Dimensional Dynamial Systems in Mehanis and Phy-siks, Springer, New York.[21℄ Walsh, J.B.(1986), An Introdution to Stohasti Partial Di�erential Equations,Éole d'été de probabilités de Saint-Flour XIV - 1984, Leture Notes Mathematis1180, 265-437.

82


