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1 EinleitungDie vorliegende Arbeit bes
häftigt si
h mit einer Multi-level Monte-Carlo Methode na
hGiles [7℄. Monte-Carlo Methoden �nden Anwendung im Berei
h der Finanzmathematik,aber au
h in den Naturwissens
haften, wenn zufällige Ereignisse eine Rolle spielen, bei-spielsweise in der Physik, wenn es um die Bes
hreibung der Bewegung von Teil
hen geht.Ziel der Monte-Carlo Methoden ist die Approximation von Erwartungswerten etwa vonder Form E[F (u)] mit einer Zufallsvariable u auf einemWahrs
heinli
hkeitsraum (Ω,A, P )mit Werten in einem Bana
hraum B und einem Funktional F : B → R. Hierbei kann uzum Beispiel die Lösung einer sto
hastis
he Di�erentialglei
hung sein.Die hier studierten Monte-Carlo Methoden beruhen auf Approximationen un der Zufalls-variable u mit n ∈ N, wobei diese Approximationen aus numeris
hen Verfahren hervor-gehen. Man hat dabei die Vorstellung, dass die Approximationen un mit wa
hsendem nbesser werden.In dieser Arbeit wird die klassis
he Monte-Carlo Methode und die Multi-level Monte-Carlo Methode zunä
hst in abstrakter Form für eine beliebige Zufallsvariable u undbeliebige Approximationen vorgestellt. Für ein festes n ∈ N erhält man eine klassis
heMonte-Carlo Methode ŶMC auf der Basis unabhängiger Kopien von un ([8℄, [6℄).Die Multi-level Monte-Carlo Methode ŶML verwendet eine Kombination von Approxima-tionen vers
hiedener Levels aus einer Folge von Approximationen (ul)l∈N0 , die beispiels-weise eine Teilfolge von (un)n∈N sein kann. Der ents
heidende Punkt ist, dass u und dieApproximationen ul aus ein und derselben Zufallsvariable w hervorgehen müssen, d.h. esgibt messbare Abbildungen ϕ und ϕl, so dass
u = ϕw, ul = ϕlwfür alle l ∈ N0. Ist u die Lösung einer sto
hastis
hen Di�erentialglei
hung, so entspri
htdie Zufallsvariable w einer Browns
hen Bewegung und die Approximationen ul könnenbeispielsweise aus einem Eulerverfahren hervorgehen, wel
hes auf den Inkrementen derBrowns
hen Bewegung basiert.Der gesu
hte Erwartungswert E[F (u)] kann dur
h

E[F (uL)] = E[F (u0)] +

L
∑

l=1

E[F (ul) − F (ul−1)] (1.1)approximiert werden. Hierbei sind ul und ul−1 über die Zufallsvariable w gekoppelt, dennsie sind Komponenten der Zufallsvariable
(ul, ul−1) = (ϕlw,ϕl−1w) : Ω → B × B.5



Die Erwartungswerte auf der re
hten Seite von (1.1) werden dur
h klassis
he Monte-CarloMethoden approximiert.Für die Multi-level Monte-Carlo Methoden als au
h für die klassis
hen Monte-CarloMethoden werden, unter gewissen Voraussetzungen an die zugrunde liegenden Appro-ximationen und das Funktional F , Konvergenzordnungen bewiesen. In der vorliegendenArbeit stellen Konvergenzordnungen stets nur obere S
hranken für den Fehler in Abhän-gigkeit der Kosten dar.Des Weiteren wird in dieser Arbeit der Einsatz von Monte-Carlo Methoden zur s
hwa-
hen Approximation der Lösung gewisser sto
hastis
her partieller Di�erentialglei
hungenbehandelt. Au
h hier wird untersu
ht, inwiefern die Multi-level Monte-Carlo Methode ei-ne Verbesserung zu klassis
hen Monte-Carlo Methode darstellt.Wir betra
hten semilineare SPDEs
∂

∂t
u(t, x) =

∂2

∂x2
u(t, x) + f(t, x, u(t, x)) +

∂

∂x
g(t, x, u(t, x))

+ σ(t, x, u(t, x))
∂2

∂t∂x
W (t, x), t ∈ [0, T ], x ∈ [0, 1]mit Diri
hlet-Randbedingungen, Anfangswert u0, sowie einem Browns
hen Blatt W undgeeigneten Abbildungen f , g und σ. Man spri
ht au
h von SPDEs mit Raum-Zeit WeiÿemRaus
hen. Diese Klasse von SPDEs enthält unter anderem au
h sto
hastis
he Wärmelei-tungsglei
hungen und die sto
hastis
he Burgersglei
hung ([3℄, [9℄, [4℄, [21℄). Diese Glei-
hungen �nden in der Fluid- und Thermodynamik Anwendung. Die Wärmeleitungsglei-
hung dient als Modell für die Ausbreitung eines gelösten Sto�es dur
h Di�usion oderals Modell für die Wärmeleitung in einem Körper. Ihre Lösung u(t, x) bes
hreibt dieKonzentration des Sto�es bzw. die Temperatur des Körpers zu einem Zeitpunkt t aneinem Ort x. Die Burgersglei
hung hingegen ist ein Modell für eindimensionale Strömun-gen von inkompressiblen newtons
hen Flüssigkeiten oder Gasen. Die Lösung u kann alsStrömungsges
hwindigkeit interpretiert werden ([20℄, [12℄).Um starke Approximationen der Lösungen sol
her SPDEs zu erhalten, werden zwei ver-s
hiedene Ansätze betra
htet. Zuerst wird ein Di�erenzenverfahren na
h Gyöngy ([10℄,[11℄, [1℄) verwendet, wel
hes si
h aus einer Semidiskretisierung der räumli
hen Kompo-nente und einer Diskretisierung der Zeit dur
h ein Eulerverfahren zusammensetzt. Füreine Unterklasse der semilinearen SPDEs, den quasi-linearen SPDEs, sind starke Kon-vergenzordnungen des Di�erenzenverfahrens bekannt. Die sto
hastis
he Burgersglei
hunggehört allerdings ni
ht zu diesen quasi-linearen SPDEs und entspre
hende Konvergenz-ordnungen des Di�erenzenverfahrens sind ni
ht bekannt. Aufgrund von Abs
hätzungender Semidiskretisierung der Burgersglei
hung können allerdings Vermutungen geäuÿertwerden.Als zweiter Ansatz wird ein Spektral-Galerkin Verfahren na
h Müller-Gronba
h undRitter ([17℄, [18℄) verwendet. Dieser Ansatz ist für sto
hastis
he Wärmeleitungsglei
hun-gen anwendbar, wobei hier sogar x ∈ [0, 1]d für d ∈ N sein darf. Wir betra
hten für d = 1Wärmeleitungsglei
hungen mit Raum-Zeit Weiÿem Raus
hen (ID) und für d ∈ N mit6



nuklearem Raus
hen (TC), das heiÿt der Kovarianz-Operator Q der Browns
hen Bewe-gung ist ein Spurklasse-Operator. Au
h für die Spektral-Galerkin Verfahren sind starkeKonvergenzordnungen bekannt.Diese starken Approximationen können als Grundlage für die klassis
hen Monte-CarloMethoden und die Multi-level Monte-Carlo Methoden dienen. Für die Monte-Carlo Me-thoden, die das Di�erenzenverfahren verwenden, erhält man unter der Bedingung u0 ∈
C3([0, 1]) und unter geeigneten Annahmen an das Funktional F Konvergenzordnung 1

8für die klassis
he Monte-Carlo Methode und Konvergenzordnung 1
6 für die Multi-levelMonte-Carlo Methode. Mit dem Spektral-Galerkin Verfahren als Grundlage erhält manfür pfadunabhängige lips
hitz-stetige Funktionale F im Fall (ID) Konvergenzordnung 1

4für die klassis
he Monte-Carlo Methode und fast Konvergenzordnung 1
2 für die Multi-level Methode. Im Fall (TC) erhält man unter geeigneten Annahmen an den Kovarianz-Operator Q Konvergenzordnung 1

3 für die klassis
he Monte-Carlo Methode und 1
2 für dieMulti-level Methode. Au
h hier ist wieder zu bea
hten, dass diese Konvergenzordnungenledigli
h obere S
hranken für den Fehler darstellen.Es wurden klassis
he Monte-Carlo Methoden und Multi-level Monte-Carlo Methodenfür vers
hiedene Glei
hungen und zugrunde liegenden Verfahren implementiert. Hierbeiwurden die Fehlerabs
hätzungen der starken Approximationen verwendet um die Pa-ramter der Monte-Carlo Methoden zu wählen. Es ist mit dieser Grundlage allerdings nurmögli
h die Parameter bis auf Konstanten optimal zu wählen. Ein Verglei
h der ver-s
hiedenen Monte-Carlo Methoden zeigt, dass stets die Multi-level Methode eine bessereKonvergenzrate besitzt als die klassis
he Monte-Carlo Methode. Besitzt die klassis
heMonte-Carlo Methode eine bessere Konvergenzrate als aus der Theorie mindestens her-vorgesagt, so ist au
h stets die Konvergenzrate der Multi-level Methode entspre
hendgröÿer als die Theorie besagt. Au
h am Beispiel der sto
hastis
hen Burgersglei
hungs
hneidet die Multi-level Methode deutli
h besser ab als die klassis
he Monte-Carlo Me-thode. Da die theoretis
hen Fehlers
hranken der Monte-Carlo Methoden in allen Fällennur obere S
hranken sind, ist der experimentelle Teil dieser Arbeit in seiner Wi
htigkeitni
ht zu unters
hätzen.
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2 Die Multi-level Monte-Carlo MethodeMonte-Carlo Methoden können benutzt werden, um Integrale zu approximieren. Inbe-sondere können damit Erwartungswerte von Zufallsvariablen näherungsweise bere
hnetwerden. Wir betra
hten zunä
hst eine Zufallsvariable u auf einem Wahrs
heinli
hkeits-raum (Ω,A, P ) mit Werten in einem Bana
hraum (B, ‖.‖). Unser Ziel ist es, eine mög-li
hst gute Näherung für den Erwartungswert von F (u) für ein Funktional F : B → Rzu bere
hnen, wobei wir stets die Integrierbarkeit von F (u) voraussetzen.Allgemein ist eine Monte-Carlo Methode eine Zufallsvariable Ŷ auf einen Wahrs
hein-li
hkeitsraum (Ω̃, Ã, P̃ ) mit Werten in R.De�nition 2.1 Der Fehler einer Monte-Carlo Methode Ŷ (zur Bere
hnung von E[F (u)])ist de�niert dur
h
e(Ŷ ) =

(

Ẽ

[

(

Ŷ − E[F (u)]
)2
])

1
2

. (2.1)Hierbei ist der Erwartungswert von F (u) ein Erwartungswert bezügli
h des Wahrs
hein-li
hkeitsraums (Ω,A, P ). Dagegen ist der äuÿere Erwartungswert in Bezug auf den Monte-Carlo Wahrs
heinli
hkeitsraum (Ω̃, Ã, P̃ ) zu verstehen.Für den Fehler gilt
e(Ŷ ) =

(

Ṽ [Ŷ ] +
(

Ẽ[Ŷ ] − E[F (u)]
)2
)

1
2

, (2.2)er setzt si
h also aus der Varianz der Monte-Carlo Methode und dem Quadrat der Di�e-renz Ẽ[Ŷ ] − E[F (u)], die als Bias bezei
hnet wird, zusammen. Gilt Ẽ[Ŷ ] = E[F (u)], soist der Bias glei
h Null und die Methode heiÿt erwartungstreu.2.1 Die klassis
he Monte-Carlo MethodeEs sei (un)n∈N eine Folge von Approximationen für u, das heiÿt die un sind Zufallsva-riablen mit Werten in B. Der Einfa
hheit halber nehmen wir an, dass u und die unZufallsvariablen auf demselben Wahrs
heinli
hkeitsraum (Ω,A, P ) sind. Wir setzen au-ÿerdem stets die quadratis
he Integrierbarkeit von F (un) voraus.Man stellt si
h vor, dass die Folge (un)n∈N in einem geeigneten Sinne gegen u konvergiertund die Approximationen un mit wa
hsendem n besser werden. Im Idealfall ist un = u

8



für alle n ∈ N. Dies wird jedo
h im Kontext dieser Arbeit der Ausnahmefall sein.Für ein festes n ist die klassis
he Monte-Carlo Methode de�niert dur
h
ŶMC := Ŷ n,N

MC := N−1
N
∑

j=1

F
(

u(n,j)
)

, (2.3)mit unabhängigen Kopien u(n,1), ..., u(n,N) von un, das bedeutet die u(n,j) sind unabhän-gig und besitzen dieselbe Verteilung wie un.Aufgrund des Starken Gesetzes der Groÿen Zahlen betra
hten wir eine Realisierung
ŶMC(ω) mit ω ∈ Ω als Approximation von E[F (u)].Der Einfa
hheit halber nehmen wir an, dass alle un und u(n,j) Zufallsvariablen auf demsel-ben Wahrs
heinli
hkeitsraum (Ω,A, P ) sind. Die beiden Erwartungswerte in der De�ni-tion 2.1 des Fehlers einer Monte-Carlo Methode beziehen si
h daher auf denselben Wahr-s
heinli
hkeitsraum und müssen hier ni
ht mehr unters
hiedli
h gekennzei
hnet werden.Im Allgemeinen ist die klassis
he Monte-Carlo Methode ni
ht erwartungstreu. Für ihrenFehler gilt

e(ŶMC) =

(

V [ŶMC ] +
(

E[ŶMC ] − E[F (u)]
)2
)

1
2

=
(

N−1V [F (un)] +
(

E[F (un) − F (u)]
)2
)

1
2 (2.4)Für den Spezialfall un = u gilt allerdings die Erwartungstreue. Der Fehler reduziert si
hdann zu

e(ŶMC) =
(

N−1V [F (u)]
)

1
2 . (2.5)Für die Kosten einer Monte-Carlo Methode Ŷ soll hier kein Bere
henbarkeitsmodell an-gegeben werden. Dazu sei auf [2℄ verwiesen. Wir de�nieren die Kosten C(Ŷ ) einer Monte-Carlo Methode Ŷ als die Anzahl der Aufrufe eines idealen Zufallszahlengenerators, diefür die Simulation einer Realisierung von Ŷ notwendig sind. Als Beispiel betra
hten wirdie klassis
he Monte-Carlo Methode (2.3). Falls n Aufrufe eines Zufallszahlengeneratorsfür die Bere
hnung von un benötigt werden, so gilt C

(

Ŷ n,N
MC

)

= Nn.Für zwei Folgen (an)n∈N und (bn)n∈N positiver reeller Zahlen s
hreiben wir an � bn ,falls supn∈N an/bn < ∞. Auÿerdem s
hreiben wir an ≍ bn, falls an � bn und bn � an.De�nition 2.2 Eine Folge von Monte-Carlo Methoden (Ŷ n)n∈N besitzt Konvergenzord-nung α > 0, falls gilt
e(Ŷ n) �

(

C(Ŷ n)
)−α

. (2.6)Zu bea
hten ist hierbei, dass bei dieser De�nition der Konvergenzordnung nur eine obereS
hranke für den Fehler gegeben ist. Besitzt eine Folge von Monte-Carlo Methoden dieKonvergenzordnung α, so ist es mögli
h, dass sie auÿerdem Konvergenzordnung β mit
β > α besitzt, in jedem Fall besitzt sie Konvergenzordnung β für alle 0 < β < α.9



Satz 2.1 Sei (un)n∈N eine Folge von Zufallsvariablen, für die es positive Konstanten αund c gibt, so dass für alle n ∈ N gilt(i) ∣∣E[F (un) − F (u)]
∣

∣ ≤ c n−α(ii) V [F (un)] ≤ c(iii) C(F (un)) ≤ c nDann besitzt die Folge (Ŷ n,Nn

MC

)

n∈N

von klassis
hen Monte-Carlo Methoden mit
Nn := n2αKonvergenzordnung

α

1+2α
. (2.7)Beweis: Wegen (i) und (ii) gilt für den Fehler von ŶMC = Ŷ n,Nn

MC

e(ŶMC) =
(

N−1
n V [F (un)] +

(

E[F (un) − F (u)]
)2
)

1
2

≤
(

c N−1
n + c2 n−2α

)
1
2 .Für die Kosten C(ŶMC) der Monte-Carlo Methode gilt

C(ŶMC) ≤ c Nnn = c n1+2α = c N
1+ 1

2α
n .Dur
h Umformen erhält man n ≥

(

c−1C(ŶMC)
)

1
1+2α und Nn ≥

(

c−1C(ŶMC)
)

2α
1+2α .S
hlieÿli
h gibt es eine Konstante c′ > 0, so dass für alle n ∈ N gilt

e(ŶMC) ≤
(

c N−1
n + c2 n−2α

) 1
2

≤
(

c
(

c−1C(ŶMC)
)− 2α

1+2α + c2
(

c−1C(ŶMC)
)− 2α

1+2α

)
1
2

≤ c′ C(ŶMC)−
α

1+2α .

�Für jedes α > 0 ist die Konvergenzordnung α
1+2α ∈ (0, 1

2). Dur
h die Multi-level Me-thode soll diese Konvergenzordnung verbessert werden. Dabei werden die Varianz undder Bias der Methode reduziert.
10



2.2 Die Multi-level Monte-Carlo Methode2.2.1 Das VerfahrenDie nun vorgestellte Multi-level Monte-Carlo Methode geht auf [7℄ zurü
k. Wir betra
hteneine Folge (ul)l∈N0 von Zufallsvariablen, die u approximieren, wobei wir die quadratis
heIntegrierbarkeit von F (ul) voraussetzen. Die ul und u seien Bilder einer Zufallsvariable
w : Ω → B̄ mit einem Bana
hraum B̄, das heiÿt es gibt messbare Abbildungen ϕ : B̄ → Bund ϕl : B̄ → B, so dass

u = ϕw, ul = ϕlw, (2.8)für alle l ∈ N0. Ist beispielsweise u die Lösung einer sto
hstis
hen Di�erentialglei
hung, soentspri
ht die Zufallsvariable w der Browns
hen Bewegung und die Approximationen ulgehen aus einem Verfahren hervor, das auf den Inkrementen der Browns
hen Bewegungbasiert.Im folgenden sei L ∈ N. Um eine Näherung für E[F (u)] zu erhalten, können wir eineApproximation von E[F (uL)] bere
hnen. Dieser Erwartungswert kann zerlegt werden in
E[F (uL)] = E[F (u0)] +

L
∑

l=1

E[F (ul) − F (ul−1)]. (2.9)Dabei sind die ul und ul−1 in den Di�erenzen F (ul) − F (ul−1) über w gekoppelt, dennsie sind Komponenten der Zufallsvariable
(ul, ul−1) = (ϕlw,ϕl−1w) : Ω → B × B.Im folgenden seien N0, ..., NL ∈ N und

w
(j)
lseien für j = 1, ..., Nl und l = 0, ..., L unabhängige Kopien von w.Wir verwenden w

(1)
0 , ..., w

(N0)
0 zur Approximation von E[F (u0)] dur
h die klassis
heMonte-Carlo Methode

Ŷ0 = N−1
0

N0
∑

j=1

F
(

ϕ0w
(j)
0

)

.Ebenso verwenden wir für l = 1, ..., L die Zufallsvariablen w
(1)
l , ..., w

(Nl)
l zur Approxima-tion von E[F (ul) − F (ul−1)] dur
h die klassis
he Monte-Carlo Methode

Ŷl = N−1
l

Nl
∑

j=1

(

F
(

ϕlw
(j)
l

)

− F
(

ϕl−1w
(j)
l

)

)

.
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Zusammengesetzt erhalten wir die Multi-level Monte-Carlo Methode
ŶML =

L
∑

l=0

Ŷl (2.10)zur Approximation von E[F (u)].Aufgrund der Konstruktion sind
Ŷ0, ..., ŶLunabhängig und es gilt

E[Ŷ0] = E[F (u0)]und
E[Ŷl] = E[F (ul) − F (ul−1)]für l = 1, ..., L.2.2.2 Fehler und KostenNun soll der Fehler der Multi-level Methode betra
htet werden. Bezei
hnen wir die Va-rianz von F (u0) mit V0 und die Varianz von F (ul) − F (ul−1) für l = 1, ..., L mit Vl, sogilt aufgrund der Unabhängigkeit der Ŷl für die Varianz von ŶML

V [ŶML] =
L
∑

l=0

N−1
l Vlund für den Fehler gilt

e(ŶML) =

(

V [ŶML] +
(

E[ŶML] − E[F (u)]
)2
)

1
2

=

(

L
∑

l=0

N−1
l Vl +

(

E[F (uL) − F (u)]
)2

)

1
2

. (2.11)Die Kosten von Ŷl bezei
hnen wir mit C(Ŷl). Die Gesamtkosten C(ŶML) der Multi-levelMethode ŶML sind dann
C(ŶML) =

L
∑

l=0

C(Ŷl).Die Kosten einer Zufallsvariable mit Werten in R
2 de�nieren wir, in Analogie zu denKosten einer Monte-Carlo Methode mit Werten in R, als die Anzahl der Aufrufe eines12



idealen Zufallszahlengenerators, die benötigt werden, um eine Simulation einer Realisie-rung zu bere
hnen.Der folgende Satz beweist S
hranken für den Fehler der Multi-level Methode in Abhän-gigkeit der Kosten unter bestimmten Annahmen an die zugrunde liegenden Approxima-tionen ul von u. Er geht aus Theorem 1 in [7℄ hervor. Hier ist allerdings die Formuierunggeändert.Satz 2.2 Sei (ul)l∈N0 eine Folge von Zufallsvariablen gemäÿ (2.8) für die es positiveKonstanten α, β, c, γ ≥ 0 und ein M ∈ N mit M ≥ 2 gibt, so dass für alle l ∈ N gilt(i) ∣∣E[F (ul) − F (u)]
∣

∣ ≤ c
(

M l
)−α(ii) V [F (ul) − F (ul−1)] ≤ c

(

M l
)−β(iii) C

(

F (u0)
)

≤ c und C
(

(F (ul), F (ul−1)
)

≤ c
(

M l
)1+γ .Mit der Wahl

Nl =











⌈

(

M l
)−(1+β)/2(

ML
)2α
⌉

, β ≥ 1
⌈

(

M l
)−(1+β)/2(

ML
)2α+(1−β)/2

⌉

, 0 < β < 1für l = 0, ..., L gilt für den Fehler und die Kosten der Multi-level Monte-Carlo Methoden
ŶML = Ŷ L

ML mit L ∈ N

e(ŶML) �































C(ŶML)
−1

2 , β > 1, α ≥ 1
2 , γ = 0

C(ŶML)
−1

2 log
(

C(ŶML)
)

, β = 1, α ≥ 1
2 , γ = 0

C(ŶML)
− α

max(1+γ+2α−β,1+γ) , β < 1, α > 0, γ ≥ 0.Beweis: Wir betra
hten zuerst den Fall β = 1 und wählen Nl wie oben. Wegen
Nl ≤

(

M l
)−1(

ML
)2α

+ 1und (iii) gilt für die Kosten der Multi-level Methode
C(ŶML) ≤ c

L
∑

l=0

Nl M l

≤ c

(

L
∑

l=0

(

ML
)2α

+
L
∑

l=0

M l

)

= c

(

(

ML
)2α

(L + 1) +
ML+1 − 1

M − 1

)

≤ c

(

(

ML
)2α

(L + 1) + ML M

M − 1

)

≤ 2 c
(

ML
)2α

(L + 1), (2.12)13



denn α ≥ 1
2 . Wegen 1 ≤ 2 log M gilt

L + 1 ≤ 2L ≤ 8α L log M = 4 log
(

(

ML
)2α
)

≤ 4 log
(

(

ML
)2α

(L + 1)
)und da o.E. c ≥ 1

2 gewählt werden kann, folgt
(

ML
)−α

(L + 1)
1
2 ≤ 4

(

(

ML
)2α

(L + 1)
)− 1

2
log
(

(

ML
)2α

(L + 1)
)

≤ 4(2c)
1
2

(

2c
(

ML
)2α

(L + 1)
)− 1

2
(

log(2c) + log
(

(

ML
)2α

(L + 1)
))

= 4(2c)
1
2

(

2c
(

ML
)2α

(L + 1)
)− 1

2
log
(

2c
(

ML
)2α

(L + 1)
)

� C(ŶML)−
1
2 log

(

C(ŶML)
)mit (2.12), denn für x ≥ y ≥ e2 gilt x− 1

2 log x ≤ y−
1
2 log y und o.E. C(ŶML) ≥ e2. Fürden Fehler folgt mit (i) und (ii)

e(ŶML) =

(

L
∑

l=0

N−1
l Vl +

(

E[F (uL) − F (u)]
)2

)

1
2

≤
(

L
∑

l=0

M l
(

ML
)−2α

c
(

M l
)−1

+ c2
(

ML
)−2α

)

1
2

=
(

c
(

ML
)−2α

(L + 1) + c2
(

ML
)−2α

)
1
2

�
(

ML
)−α

(L + 1)
1
2

� C(ŶML)−
1
2 log

(

C(ŶML)
)

.Als nä
hstes betra
hten wir den Fall β > 1. Mit der entspre
henden Wahl von Nl könnendie Kosten na
h oben abges
hätzt werden dur
h
C(ŶML) ≤ c

L
∑

l=0

Nl M l

≤ c

(

(

ML
)2α

L
∑

l=0

(

M
1−β

2
)l

+

L
∑

l=0

M l

)

≤ c

(

(

ML
)2α 1 −

(

M
1−β

2

)L+1

1 − M
1−β

2

+ ML M

M − 1

)

�
(

ML
)2α

14



und für den Fehler gilt
e(ŶML) =

(

L
∑

l=0

N−1
l Vl +

(

E[F (uL) − F (u)]
)2

)

1
2

≤
(

c
(

ML
)−2α

L
∑

l=0

(

M
1−β

2
)l

+ c2
(

ML
)−2α

)

1
2

�
(

ML
)−α

� C(ŶML)−
1
2Für den Fall 0 < β < 1 kann mit der entspre
henden Wahl von Nl analog gezeigt werden,dass

C(ŶML) �
(

ML
)max(1+γ+2α−β,1+γ)und

e(ŶML) �
(

ML
)−α � C(ŶML)

− α
max(1+γ+2α−β,1+γ) .

�Für den Fall β = 1 kann die zur Fehlers
hranke
e(ŶML) � C(ŶML)

1
2 log

(

C(ŶML)
)gehörende Konvergenzordnung der Folge von Multi-level Methoden ni
ht explizit ausge-re
hnet werden. Zur besseren Verans
hauli
hung kann man allerdings folgern, dass es zujedem ǫ > 0 ein C0 gibt, so dass

C− 1
2 log(C) ≤ C−( 1

2
−ǫ),für alle C ≥ C0.Bemerkung 2.1 Wir betra
hten nun einen wi
htigen Spezialfall. Oft ist das Funktional

F Lips
hitz-stetig und für eine Folge (ul)l∈N0 von Approximationen, die die Kosten-s
hranke (iii) aus Satz 2.2 mit einem γ ≥ 0 erfüllt, ist eine Abs
hätzung der Form
(

E
[

‖ul − u‖2 ]
)

1
2 �

(

M l
)−δmit einem δ > 0 bekannt. Aufgrund der Lips
hitz-Stetigkeit von F gilt

∣

∣E[F (ul) − F (u)]
∣

∣ ≤ E
[

c ‖ul − u‖
]

≤ c
(

E
[

‖ul − u‖2 ]
)

1
2 �

(

M l
)−δ

15



und
V [F (ul) − F (ul−1)] ≤ E

[

(F (ul) − F (ul−1))
2
]

≤
(

(

E
[

(F (ul) − F (u))2
])

1
2 +

(

E
[

(F (ul−1) − F (u))2
])

1
2

)2

≤
(

(

E
[

(c ‖ul − u‖)2
])

1
2 +

(

E
[

(c ‖ul−1 − u‖)2
])

1
2

)2

�
(

M l
)−2δDie Bedingungen des Satzes 2.2 sind mit α = δ und β = 2δ erfüllt.2.3 Monte-Carlo Methoden am Beispiel sto
hastis
herDi�erentialglei
hungenUm von der Multi-level Methode und den bewiesenen Fehlers
hranken eine bessere Vor-stellung zu bekommen, s
hauen wir uns zunä
hst ein Beispiel an.Wir interessieren uns für Erwartungswerte gewisser Funktionale von Lösungen sto
hasti-s
her Di�erentialglei
hungen (Abkürzung: SDE). In der Finanzmathematik zum Beispieldienen sto
hastis
he Di�erentialglei
hungen zur Bes
hreibung von Aktienpreisprozessenund die Funktionale entspre
hen Auszahlungsfunktionen von Optionen oder anderen De-rivaten. Der Einfa
hheit halber betra
hten wir nur ein-dimensionale sto
hastis
he Pro-zesse.Es sei u = (u(t))0≤t≤T ein sto
hastis
her Prozess mit Werten in R, der eine sto
hastis
heDi�erentialglei
hung der Form

du(t) = a(u(t), t) dt + b(u(t), t) dW (t), 0 ≤ t ≤ T (2.13)
u(0) = u0mit Drift a : R × [0, T ] → R, Di�usionskoe�zient b : R × [0, T ] → R und Browns
herBewegung W auf einem Wahrs
heinli
hkeitsraum (Ω,F , P ) in folgendem Sinne löst. DieAnfangsbedingung u0 sei dazu eine R-wertige Zufallsvariable auf (Ω,F , P ), die unabhän-gig von W ist.De�nition 2.3 Eine starke Lösung einer sto
hastis
hen Di�erentialglei
hung (2.13) istein sto
hastis
her Prozess u = (u(t))0≤t≤T mit stetigen Pfaden und(i) u(t) ist messbar bezügli
h Ft = (σ(u0,W (s), 0 ≤ s ≤ t)∨N ), für alle 0 ≤ t ≤ T , mit

N = {N ⊆ Ω : ∃ G ∈ σ(u0,W (s), 0 ≤ s ≤ ∞) mit N ⊆ G und P (G) = 0},(ii) u(0) = u0 P -fast si
her,(iii) ∫ T
0 |a(u(s), s)| + b2(u(s), s)ds < ∞ P -fast si
her,(iv) u(t) = u(0) +

∫ t
0 a(u(s), s)ds +

∫ t
0 b(u(s), s)dW für alle 0 ≤ t ≤ T , P -fast si
her.

16



Des Weiteren sei F : B → R Lips
hitz-stetig, das heiÿt es gibt eine Konstante c > 0, sodass
|F (v) − F (w)| ≤ c ‖v − w‖ ∀v,w ∈ B. (2.14)Für eine pfadunabhängige Auszahlungsfunktion F ist B = R und für eine pfadabhängigeAuszahlungsfunktion ist B = C([0, T ]). Im Folgenden betra
hten wir den pfadunabhän-gigen Fall.Unser Ziel ist es, einen Näherungswert für den Erwartungswert von F (u(T )) zu bere
h-nen. Am einfa
hsten ist dies mit Hilfe des Eulerverfahrens und der klassis
hen Monte-Carlo Methode zu errei
hen.2.3.1 Die klassis
he Euler-Monte-Carlo MethodeFür das Eulerverfahren mit S
hrittweite

h =
T

nbetra
hten wir die Zeitdiskretisierung 0 = t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn = T mit ti = i · h undsetzen
un(0) = u(0)

un(ti+1) = un(ti) + a(un(ti), ti) h + b(un(ti), ti) (W (ti+1) − W (ti)) (2.15)für i = 0, . . . , n − 1.Wir verwenden N unabhängige Kopien u(n,1)(T ), ..., u(n,N)(T ) der Euler-Approximation
un(T ) und erhalten die klassis
he Monte-Carlo Methode

ŶMC = Ŷ n,N
MC = N−1

N
∑

j=1

F (u(n,j)(T ))zur Approximation von E[F (u(T ))].Unter geeigneten Annahmen an Drift, Di�usionskoe�zient und die Funktion F besitztdas Eulerverfahren s
hwa
he Konvergenzordnung 1 und für den Fehler der Monte-CarloMethode gilt
e(ŶMC) =

(

V [ŶMC ] +
(

E[ŶMC ] − E[F (u(T ))]
)2
)

1
2

=
(

N−1V [F (un(T ))] +
(

E[F (un(T )) − F (u(T ))]
)2
) 1

2

� N− 1
2 + n−1, 17



siehe beispielsweise [16℄.Für die Kosten C(F (un)) gilt
C(F (un)) = n.Damit sind die Voraussetzungen des Satzes 2.1 mit α = 1 erfüllt und die Folge (Ŷ n,Nn

MC )n∈Nvon klassis
hen Monte-Carlo Methode mit
Nn := n2α = n2besitzt Konvergenzordnung 1

3 , das heiÿt es gilt
e(ŶMC) � C(ŶMC)−

1
3 . (2.16)Wir s
hauen uns nun an, inwiefern die Multi-level Methode eine Verbesserung der Kon-vergenzordnung bewirkt.2.3.2 Die Multi-level Euler-Monte-Carlo MethodeEs sei u die Lösung der SDE (2.13). Dann ist u(T ) eine Zufallsvariable mit Werten in

B = R. Die Zufallsvariable
w :=

(

W (t)
)

t∈[0,T ]besitzt Werte in B̄ = C([0, T ]). Es sei ϕ : B̄ → B eine messbare Abbildung, die dieLösung der SDE zur Zeit T liefert, das heiÿt
u(T ) = ϕw.Wir �xieren nun M ∈ N, M ≥ 2. Für l ∈ N seien ϕl : B̄ → B Abbildungen, die aus derBrowns
hen Bewegung die Euler-Approximationen (2.15) zur Zeit T mit S
hrittweite

h =
T

M lliefern. Wir setzen
ul(T ) := ϕlw.Damit ist die Multi-level Monte-Carlo Methode

ŶML = Ŷ L
ML =

L
∑

l=0

Ŷl (2.17)für ein L ∈ N und N1, ..., NL ∈ N zur Approximation von E[F (u)] de�niert wie in Kapitel2.2.1, d.h.
Ŷ0 = N−1

0

N0
∑

j=1

F
(

ϕ0w
(j)
0

)

18



und
Ŷl = N−1

l

Nl
∑

j=1

(

F
(

ϕlw
(j)
l

)

− F
(

ϕl−1w
(j)
l

)

)mit unabhängigen Kopien w
(j)
l , l = 0, ..., L, j = 1, ..., Nl von w.Zu bea
hten ist, dass (ϕlv, ϕl−1v) für ein v ∈ B̄ nur über die Inkremente

v

(

i

M l
T

)

− v

(

i − 1

M l
T

)

, i = 1, ...,M lvon v abhängt. Deswegen gilt
C
(

F (ul), F (ul−1)
)

= M l.Bei der Simulation einer sol
hen Multi-level Methode ist zu bea
hten, dass eine Realisie-rung der Di�erenz F
(

ϕlw
(j)
l

)

− F
(

ϕl−1w
(j)
l

) auf Diskretisierungen zweier vers
hiedenerS
hrittweiten beruht, die aber zum selben Browns
hen Pfad gehören. In der Praxis wer-den zuerst die Inkremente der Browns
hen Bewegung der feineren Zerlegung simuliertund dann jeweils M dieser Inkremente aufsummiert. So erhält man die Simulationen derInkremente der gröberen Zerlegung.Nun muss überprüft werden, ob die Bedingungen (i) und (ii) des Satzes 2.2 erfüllt sind.Unter geeigneten Annahmen an Drift und Di�usionskoe�zient besitzt das Eulerverfah-ren starke Konvergenzordnung 1
2 und s
hwa
he Konvergenzordnung 1, siehe [16℄. Deshalbfolgt aufgrund der Lips
hitz-Stetigkeit (2.14) von F wie in Bemerkung 2.1

V
[

F (ul(T )) − F (ul−1(T ))
]

�
(

M l
)−1und

E
[

F (ul(T )) − F (u(T ))
]

�
(

M l
)−1

.Die Bedingungen (i)�(iii) aus Satz 2.2 sind also mit α = 1, β = 1 und γ = 0 erfüllt. Fürden Fehler erhalten wir somit
e(ŶML) � C(ŶML)−

1
2 log

(

C(ŶML)
)

. (2.18)Die Fehlers
hranke der Folge (Ŷ L
ML)L∈N

von Multi-level Methoden ist also in der Tatbesser als die der klassis
hen Monte-Carlo Methoden. Besonders für groÿe Parameter,also für groÿe Kosten C, ma
ht si
h der Unters
hied deutli
h bemerkbar. Die Konvergenz-ordnung verbessert si
h demna
h dur
h die Multi-level Methode für groÿe C von 1
3 auffast 1

2 . Die Fehlerabs
hätzungen der jeweiligen Methoden sind leider immer nur bis aufKonstanten bekannt. Es muss auÿerdem bea
htet werden, dass die Abs
hätzungen fürden Fehler nur obere S
hranken sind. In Kapitel 5.1 werden die Ergebnisse experimentellüberprüft. 19



Bemerkung 2.2 Für pfadabhängige Funktionale F , also mit B = C([0, T ]), können dieFehlers
hranken für die klassis
he Monte-Carlo Methode als au
h für die Multi-level Me-thode analog wie für pfadunabhängige Funktionale hergeleitet werden. Für die klassis
heMonte-Carlo Methode erhält man au
h hier Konvergenzordnung 1
3 und für die Multi-levelMethode fast Konvergenzordnung 1

2 .
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3 Starke Approximation semilinearersto
hastis
her partiellerDi�erentialglei
hungenWir wollen uns in diesem Kapitel mit semilinearen sto
hastis
hen partiellen Di�erential-glei
hungen bes
häftigen. Diese Klasse von Di�erentialglei
hungen enthält unter anderemdie sto
hastis
he Wärmeleitungsglei
hung und die sto
hastis
he Burgersglei
hung, wel-
he beide in der Physik eine wi
htige Rolle spielen. Bis auf sehr wenige Spezialfälle sindexplizite Lösungen dieser Glei
hungen ni
ht bekannt.Genauer betra
hten wir sto
hastis
he partielle Di�erentialglei
hungen (im Folgendenau
h SPDEs genannt) der Form
∂

∂t
u(t, x) =

∂2

∂x2
u(t, x) + f(t, x, u(t, x)) +

∂

∂x
g(t, x, u(t, x))

+ σ(t, x, u(t, x))
∂2

∂t∂x
W (t, x) (3.1)mit Diri
hlet Randbedingungen

u(t, 0) = u(t, 1) = 0, t ∈ [0, T ] (3.2)und Anfangsbedingungen
u(0, x) = u0(x), x ∈ [0, 1], (3.3)wobei u0 ∈ L2([0, 1]) und f , g, und σ Borel-messbare Funktionen von [0, T ] × [0, 1] × Rna
h R sind. Ferner bezei
hnet W ein Browns
hes Blatt auf einem Wahrs
heinli
hkeits-raum (Ω,F , P ), wel
hes im Folgenden de�niert wird.De�nition 3.1 Eine Familie W = (W (t, x))(t,x)∈[0,T ]×[0,1] heiÿt Browns
hes Blatt aufeinem Wahrs
heinli
hkeitsraum (Ω,F , P ), falls(i) W besitzt stetige Pfade,(ii) W ist ein Gauÿ-Prozess mit

E[W (t, x)] = 0und
E[W (t, x)W (s, y)] = (t ∧ s)(x ∧ y)für alle s, t ∈ [0, T ], x, y ∈ [0, 1]. 21



Für ein Browns
hes Blatt W ist (Ft)0≤t≤T mit
Ft = σ {W (s, x) : s ∈ [0, t], x ∈ [0, 1]}die kanonis
he Filtration.Man sagt au
h, dass (3.1) eine sto
hastis
he partielle Di�erentialglei
hung mit Raum-ZeitWeiÿem Raus
hen ist, falls W ein Browns
hes Blatt ist.Lemma 3.1 Ist W ein Browns
hes Blatt und

0 ≤ t0 < ... < tm ≤ T, 0 ≤ x0 < ... < xn ≤ 1,für m,n ∈ N, so sind die Inkremente
W (ti+1, xk+1) − W (ti, xk+1) − W (ti+1, xk) + W (ti, xk) (3.4)für i = 0, ...,m− 1, k = 0, ..., n− 1 unabhängig und normalverteilt mit Erwartungswert 0und Varianz (ti+1 − ti)(xk+1 − xk).Beweis: Da W ein Gauÿ-Prozess ist, sind die Inkremente gemeinsam normalverteilt.Aufgrund der Linearität des Erwartungswertes folgt, dass der Erwartungswert der Inkre-mente glei
h 0 ist. Für die Varianz erhält man

V [W (ti+1, xk+1) − W (ti, xk+1) − W (ti+1, xk) + W (ti, xk)]

= E
[

(

W (ti+1, xk+1) − W (ti, xk+1) − W (ti+1, xk) + W (ti, xk)
)2
]

= (ti+t − ti)(xk+1 − xk)dur
h Ausmultiplizieren und unter Verwendung der speziellen Form der Kovarianzen.Ebenso kann unter Verwendung der Form der Kovarianzen na
hgewiesen werden, dassdie Inkremente unkorreliert sind. Da sie auÿerdem gemeinsam normalverteilt sind, folgtdie Unabhängigkeit der Inkremente. �Es muss no
h de�niert werden, was unter einer Lösung der SPDE (3.1)�(3.3) zu ver-stehen ist.De�nition 3.2 Ein L2([0, 1])-wertiger stetiger (Ft)t∈[0,T ]-adaptierter sto
hastis
her Pro-zess u = {u(t, .) : t ∈ [0, T ]} heiÿt (s
hwa
he) Lösung von (3.1)�(3.3), falls P-fast si
her
∫ 1

0
u(t, x)ϕ(x) dx =

∫ 1

0
u0(x)ϕ(x) dx +

∫ t

0

∫ 1

0
u(s, x)

∂2

∂x2
ϕ(x) dx ds

+

∫ t

0

∫ 1

0
f(s, x, u(s, x))ϕ(x) dx ds −

∫ t

0

∫ 1

0
g(s, x, u(s, x))

∂

∂x
ϕ(x) dx ds

+

∫ t

0

∫ 1

0
σ(s, x, u(s, x))ϕ(x) dW (s, x)für alle t ∈ [0, T ] und ϕ ∈ C2([0, 1]) mit ϕ(0) = ϕ(1) = 0 gilt. Dabei muss das letzteIntegral auf der re
hten Seite als It�-Integral verstanden werden.22



Unter geeigneten Annahmen an f , g, σ und u0 existiert eine s
hwa
he Lösung u von (3.1)�(3.3), die pfadweise eindeutig ist. Damit ist gemeint, dass für zwei s
hwa
he Lösungen uund v gilt
P
[

u(t, x) = v(t, x) ∀ x ∈ [0, 1]
]

= 1 ∀ t ∈ [0, T ].Die Lösung besitzt auÿerdem eine in [0, T ] × [0, 1] stetige Modi�kation, siehe ([9℄, Satz2.1). Im Folgenden betra
hten wir stets diese stetige Modi�kation.Wir betra
hten au
h die etwas kleinere Klasse von Di�erentialglei
hungen (3.1)�(3.3),für die g ≡ 0 ist. Diesen Typ von Di�erentialglei
hungen nennt man au
h quasi-lineareparabolis
he SPDEs. Sie sind von der Form
∂

∂t
u(t, x) =

∂2

∂x2
u(t, x) + f(t, x, u(t, x)) + σ(t, x, u(t, x))

∂2

∂t∂x
W (t, x) (3.5)

u(t, 0) = u(t, 1) = 0, t ∈ [0, T ] (3.6)
u(0, x) = u0(x), x ∈ [0, 1]. (3.7)Hierbei seien f und σ lokal bes
hränkte Borel-Funktionen und u0 sei nun ni
ht mehr nurin L2([0, 1]), sondern sogar stetig und es gelte u0(0) = u0(1) = 0.3.1 Di�erenzenverfahren3.1.1 Quasi-lineare parabolis
he sto
hastis
he partielleDi�erentialglei
hungenWir betra
hten nun ein Verfahren zur Lösung quasi-linearer Di�erentialglei
hungen, dasdie Intervalle [0, T ] und [0, 1] diskretisiert. Wir beginnen mit der Diskretisierung derräumli
hen Komponente x.SemidiskretisierungDie sto
hastis
he partielle Di�erentialglei
hung (3.5)�(3.7) kann dur
h ein System vonDi�erentialglei
hungen approximiert werden. Dabei werden die Ableitungen von u und

W bezügli
h x dur
h endli
he Di�erenzen ersetzt. Wir erhalten somit eine Semidiskreti-sierung
dun(t, xk) = n2

(

un(t, xk+1) − 2un(t, xk) + un(t, xk−1)
)

dt + f(t, xk, u
n(t, xk)) dt

+
√

n σ(t, xk, u
n(t, xk)) d

(√
n
(

W (t, xk+1) − W (t, xk)
))

, k = 1, ..., n − 1(3.8)
un(t, 0) = un(t, 1) = 0, t ∈ [0, T ], (3.9)

un(0, xk) = u0(xk), (3.10)
xk : =

k

n
, k = 0, 1, ..., n, 23



für n ∈ N. Aus den Eigens
haften des Browns
hen Blattes folgt, dass
W n :=

(√
n
(

W (., xk+1) − W (., xk)
)

)

k=1,...,n−1eine (n − 1)-dimensionale Browns
he Bewegung ist. Die Semidiskretisierung führt somitauf ein System von sto
hastis
hen gewöhnli
hen Di�erentialglei
hungen.Für x ∈
(

k
n , k+1

n

) de�nieren wir un(t, x) dur
h lineare Interpolation, d.h.
un(t, x) := un(t, xk) + (nx − k)

(

un(t, xk+1) − un(t, xk)
)

. (3.11)Die folgenden Bedingungen seien für f und σ erfüllt:(L) |f(t, x, r) − f(t, y, p)| + |σ(t, x, r) − σ(t, y, p)| ≤ C(|x − y| 12 + |r − p|),für alle t ∈ [0, T ], x, y ∈ [0, 1], r, p ∈ R und eine Konstante C.(LG) |f(t, x, r)| + |σ(t, x, r)| ≤ C(1 + |r|),für alle t ∈ [0, T ], x ∈ [0, 1], r ∈ R und eine Konstante C.Unter den Bedingungen (L) und (LG) existiert eine s
hwa
he Lösung von (3.5)�(3.7) aufdem Zeitintervall [0, T ], die pfadweise eindeutig ist und für die lineare Interpolation derLösung un = un(t, x) von (3.8)�(3.10) gilt der folgende Satz, siehe ([10℄, Satz 3.1).Satz 3.1 Es gelte (L) und (LG). Dann gibt es für jedes 0 ≤ δ ≤ 1/2, p ≥ 1 und jedes
t ∈ (0, T ] eine Konstante K = K(δ, p, t), so dass

sup
x∈[0,1]

E
[

|un(t, x) − u(t, x)|2p
]

≤ Kn−δp. (3.12)Auÿerdem konvergiert un(t, x) fast si
her gegen u(t, x), glei
hmäÿig in t ∈ [0, T ] und
x ∈ [0, 1] für jedes T > 0. Ist u0 ∈ C3([0, 1]), so gilt die Abs
hätzung (3.12) mit δ = 1für alle T > 0 und mit derselben Konstante K für alle t ∈ [0, T ] und alle n ≥ 1.Diskretisierung in Raum und ZeitWir wollen nun das Problem (3.5)�(3.7) auf dem Zeitintervall [0, T ] in Raum und Zeitdiskretisieren. Dazu wenden wir das explizite Eulerverfahren mit S
hrittweite

h = Tm−1,

m ∈ N auf die Semidiskretisierung (3.8)�(3.10) an und erhalten das folgende Verfahren
un

m(ti+1, xk) = un
m(ti, xk) + Tm−1n2

(

un
m(ti, xk+1) − 2un

m(ti, xk) + un
m(ti, xk−1)

)

+ Tm−1f(ti, xk, u
n
m(ti, xk))

+ nσ(ti, xk, u
n
m(ti, xk))

(

W (ti+1, xk+1) − W (ti, xk+1) − W (ti+1, xk) + W (ti, xk)
)(3.13)

un
m(ti, 0) = un

m(ti, 1) = 0, i = 0, 1, ...,m, (3.14)
un

m(0, xk) = u0(xk), k = 1, 2, ..., n − 1, (3.15)24



mit
ti :=

i

m
T, xk :=

k

n
.Mit Hilfe der Operatoren ∆n und �nm, de�niert dur
h

(

∆nu(ti, .)
)

(xk) := n2
(

u(ti, xk+1) − 2u(ti, xk) + u(ti, xk−1)
)

,
(

�nmu(ti, .)
)

(xk) := u(ti+1, xk+1) − u(ti, xk+1) −
(

u(ti+1, xk) − u(ti, xk)
)

,kann (3.13) ges
hrieben werden als
un

m(ti+1, xk) = un
m(ti, xk) + Tm−1

(

(∆nun
m(ti, .))(xk) + f(ti, xk, u

n
m(ti, xk))

)

+ nσ(ti, xk, u
n
m(ti, xk))�nmW (ti, .)(xk).Wir setzen nun un

m von dem Gitter {(ti, xk) : i = 0, ...,m, k = 0, ..., n} auf D := [0, T ]×
[0, 1] dur
h bilineare Interpolation fort. Dazu de�nieren wir für (t, x) ∈ (ti, ti+1) ×
(xk, xk+1)

un
m(t, x) := un

m(t, xk) + n(x − xk)
(

un
m(t, xk) − un

m(t, xk+1)
)

,

un
m(t, xk) := un

m(ti, xk) + Tm−1(t − ti)
(

un
m(ti+1, xk) − un

m(ti, xk)
)

. (3.16)Diese Fortsetzung un
m ist auf D stetig.Wir nehmen an, dass(H) |f(t, x, r) − f(s, y, p)| + |σ(t, x, r) − σ(s, y, p)| ≤ C

(

|t − s|1/4 + |x − y|1/2 + |r − p|
)für alle t, s ∈ [0, T ], x, y ∈ [0, 1], r, p ∈ R und eine Konstante C(R) Die Parameter n und m seien so, dass für ein festes q < 1

2 , stets die Unglei
hung
n2

m
T ≤ qerfüllt istDa (H) die Bedingungen (L) und (LG) aus Abs
hnitt 3.1.1 impliziert, existiert unter derBedingung (H) eine s
hwa
he Lösung von (3.5)�(3.7), die pfadweise eindeutig ist. Na
h([11℄, Satz 3.2) gilt der folgende Satz.Satz 3.2 Es gelte (H) und (R). Dann sind folgende Aussagen erfüllt.(i) Für jedes 0 < δ1 < 1

4 , 0 < δ2 < 1
2 , p ≥ 1 und jedes t ∈ (0, T ] gibt es eine Konstante

K := K(p, δ1, δ2, t), so dass
sup

x∈[0,1]
E
[

|un
m(t, x) − u(t, x)|2p

]

≤ K
(

m−δ1p + n−δ2p
)

, (3.17)für alle n ≥ 1, m ≥ 1. 25



(ii) Seien n = nk, m = mk Folgen in N, so dass nk ≥ kγ , mk ≥ kγ für alle k ≥ 1 undein γ > 0. Dann gilt fast si
her
sup

t∈[0,T ]
sup

x∈[0,1]
|unk

mk
(t, x) − u(t, x)| → 0, k → ∞. (3.18)(iii) Ist auÿerdem u0 ∈ C3([0, 1]), so gilt (3.17) mit δ1 := 1

2 und δ2 := 1 für alle n ≥
1, m ≥ 1 für alle t ∈ [0, T ] mit einer Konstanten K = K(p) unabhängig von t.Anstelle des expliziten Eulerverfahrens können wir au
h das implizite Eulerverfahren ver-wenden. Vorteil des impliziten Eulerverfahrens ist, dass die Aussagen des Satzes 3.2 mitdiesem Verfahren au
h ohne die Bedingung (R) gelten.Das implizite Eulerverfahren mit S
hrittweite h = Tm−1 angewandt auf die Semidis-kretisierung (3.8)�(3.10) lautet wie folgt

unm(ti+1, xk) = unm(ti, xk) + Tm−1(∆nun
m(ti+1, .))(xk) + Tm−1f(ti, xk, u

n
m(ti, xk))

+ nσ(ti, xk, u
n
m(ti, xk))�nmW (ti, .)(xk) (3.19)

unm(ti, 0) = unm(ti, 1) = 0, i = 0, 1, ...,m, (3.20)
unm(0, xk) = u0(xk), k = 1, 2, ..., n − 1. (3.21)Der Operator (I − Tm−1∆n) kann als tridiagonale (n − 1) × (n − 1)-Matrix aufgefasstwerden. Da diese Tridiagonalmatrix auÿerdem diagonaldominant ist, ist sie invertierbarund wir erhalten mit der Notation R := Rnm := (I − Tm−1∆n)−1 s
hlieÿli
h

unm(ti+1, xk) =
(

Runm(ti, .)
)

(xk) + Tm−1
(

Rf(ti, ., u
nm(ti, .))

)

(xk)

+ n
(

Rσ(ti, ., u
nm(ti, .))�nmW (ti, .)

)

(xk).In Kapitel 2 wurden die Kosten einer Monte-Carlo Methode als die Anzahl der Aufrufedes Zufallszahlengenerators de�niert. Für das Di�erenzenverfahren, das auf dem expli-zitem Eulerverfahren basiert, ist dies angemessen, da für alle n und m die Anzahl derdur
hzuführenden Re
hens
hritte zur Bere
hnung von un
m bis auf eine Konstante kleinerglei
h der Anzahl der benötigten Zufallszahlen sind. In diesem Fall sind die Kosten von

F (un
m) für ein Funktional F glei
h nm. Für das implizite Verfahren tri� das allerdingsni
ht mehr zu. Dur
h die Anwendung des Operators R auf eine Funktion entstehen zu-sätzli
he Kosten, da dies einer Matrix-Vektor Multiplikation entspri
ht. Die Matrix hatdie Gröÿe (n−1)×(n−1) und ist im Allgemeinen vollbesetzt. Die Kosten zur Simulationeines Pfades mit Hilfe des impliziten Eulerverfahrens müssen deswegen bei entspre
hen-der Implementierung zu mn(1 + cn) mit einer Konstanten c korrigiert werden. Hieransieht man, dass die De�nition der Kosten über die Aufrufe des Zufallszahlen-Generatorsein sehr vereinfa
htes Modell ist. Für unsere Zwe
ke rei
ht dies aber trotzdem aus. Eingenaueres Modell für die Kosten wird zum Beispiel in [2℄ vorgestellt.Satz 3.3 Es gelte (H). Dann sind für unm aus (3.19)�(3.21) die Aussagen (i)-(iii) ausSatz 3.2 erfüllt.Der Beweis dieses Satzes ist in ([11℄, Satz 3.1) zu �nden.26



Starke KonvergenzordnungDie pfadweise Approximation un
m basiert auf einem Gitter mit (n + 1) · (m + 1) Knotenund verwendet n·mAufrufe des Zufallszahlengenerators für normalverteilte Zufallszahlen.Die Wahl der Parameter n und m erfolgt dur
h Minimierung der oberen S
hranke (3.17)unter der Nebenbedingung

C = n · m.Es genügt den Fall p = 1 zu betra
hten. Die oberen S
hranke wird minimal mit der Wahl
m = mn ≍ n

δ2
δ1 .Daraus folgt

C = nmn ≍ n
1+

δ2
δ1 ≍ m

1+
δ1
δ2

nbzw.
n ≍ C

δ1
δ1+δ2 , mn ≍ C

δ2
δ1+δ2 .Dur
h Einsetzen in (3.17) erhält man

sup
x∈[0,1]

(

E
[

|un
mn

(t, x) − u(t, x)|2
])

1
2 � C

−
δ1δ2

2(δ1+δ2) ,für alle t ∈ (0, T ]. Zu bemerken ist hier, dass die Konstante in der asymptotis
hen Un-glei
hung von t abhängt. Da die Unglei
hung (3.17) für alle δ1 < 1
4 und δ2 < 1

2 gilt, liegt
δ1δ2

2(δ1+δ2)
beliebig nah an 1

12 .Ist u0 ∈ C3([0, 1]), so gilt die Unglei
hung (3.17) mit δ1 = 1
2 und δ2 = 1, d.h.

sup
t∈[0,T ]

sup
x∈[0,1]

(

E
[

|un
mn

(t, x) − u(t, x)|2
])

1
2 � C−1

6 .In Analogie zu De�nition 2.2 sagen wir deshalb, dass die Folge (un
mn

)n∈N von Approxi-mationen Konvergenzordnung 1
6 besitzt.Berü
ksi
htigt man, dass n in die Kosten für das Verfahren mit implizitem Eulerver-fahren quadratis
h eingeht, so erhält man analog mit δ1 = 1

2 und δ2 = 1

sup
x∈[0,1]

(

E
[

|unmn(t, x) − u(t, x)|2
])

1
2 � C

−
δ1δ2

2(2δ1+δ2) = C−1
8und wir sagen, dass die Folge (unmn)n∈N von Approximationen Konvergenzordnung 1

8besitzt. 27



3.1.2 Die Sto
hastis
he Burgers-Glei
hungSetzen wir in der semilinearen Di�erentialglei
hung (3.1)�(3.3)
g(t, x, u(t, x)) :=

1

2
u2(t, x)und

σ(t, x, u(t, x)) := 1,so erhalten wir die sto
hastis
he Burgers-Glei
hung. Diese Glei
hung kann als Modell füreindimensionale Strömungen in inkompressiblen newtons
hen Flüssigkeiten oder Gasen(z.B. Wasser, Öle) gesehen werden. Die Lösung u bes
hreibt die Strömungsges
hwindig-keit. Die Burgers-Glei
hung ist der eindimensionale Fall der Navier-Stokes-Glei
hung.Die physikalis
hen Hintergründe der Navier-Stokes-Glei
hung bzw. Burgers-Glei
hung,zunä
hst ohne Weiÿes Raus
hen, können in Bü
hern über Fluid- und Thermodynamikna
hgelesen werden, z.B. [20℄, [12℄, [15℄. Die sto
hastis
he Burgers-Glei
hung lautet
∂

∂t
u(t, x) =

∂2

∂x2
u(t, x) + f(t, x, u(t, x)) + u(t, x)

∂

∂x
u(t, x) +

∂2

∂t∂x
W (t, x), (3.22)

u(t, 0) = u(t, 1) = 0, (3.23)
u(0, x) = u0(x), (3.24)für t ∈ [0, T ], x ∈ [0, 1]. Ist f Lips
hitz-stetig und u0 ∈ C([0, 1]) fast si
her, so existierteine (pfadweise) eindeutige Lösung u, die eine stetige Modi�kation besitzt, siehe ([9℄,Satz 2.1).SemidiskretisierungAu
h für die sto
hastis
he Burgers-Glei
hung betra
hten wir eine Diskretisierung derräumli
hen Variable x, wobei wieder die Ableitungen dur
h endli
he Di�erenzen ersetztwerden.
dun(t, xk) =

(

(∆nun(t, .))(xk) + f(t, xk, u
n(t, xk)) + (Θnun(t, .))(xk)

)

dt

+ n d(W (t, xk+1) − W (t, xk)), k = 1, ..., n − 1 (3.25)
un(t, x0) = un(t, xn) = 0, t ∈ [0, T ], (3.26)
un(0, xk) = u0(xk), (3.27)

xk =
k

n
, k = 0, ..., nfür n ∈ N und mit dem Operator Θn de�niert dur
h

(

Θnu(t, .)
)

(xk) :=
u(t, xk+1) + u(t, xk) + u(t, xk−1)

3
· u(t, xk+1) − u(t, xk−1)

2/n
(3.28)

=
n

6

(

(u(t, xk+1))
2 + u(t, xk+1)u(t, xk) − u(t, xk)u(t, xk−1) − (u(t, xk−1))

2
)

.28



Der erste Faktor in (3.28) ist eine Näherung für u(t, x) und der zweite Faktor für ∂
∂xu(t, x)jeweils an der Stelle x = xk. Zusammen erhält man eine Näherung für den vorletztenSummanden u(t, x) ∂

∂xu(t, x) auf der re
hten Seite der Burgers-Glei
hung.Wir setzen un von dem Gitter auf das ganze Intervall [0, 1] stü
kweise konstant fort,indem wir
un(t, x) := un(t,

⌊nx⌋
n

), x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ]setzen. Mit dieser Fortsetzung gilt na
h ([1℄, Satz 2.2) der folgende Satz.Satz 3.4 Sei f Lips
hitz-stetig und u0 ∈ C([0, 1]) fast si
her. Dann konvergiert un(t, .)fast si
her in L2([0, 1]) gegen die Lösung u(t, .) von (3.22)-(3.24), glei
hmäÿig in t ∈ [0, T ]für jedes T > 0. Gilt u0 ∈ C3([0, 1]), so gibt es für alle δ < 1
2 und alle T > 0 eine endli
heZufallsvariable ζδ, so dass

sup
t∈[0,T ]

∫ 1

0
|un(t, x) − u(t, x)|2 dx ≤ ζδn

−δ P − f.s. (3.29)für alle n ≥ 2.Vermutungen über Diskretisierung in Zeit und Raum der Burgers-Glei
hungUm ein numeris
hes Verfahren zur Lösung der Burgers-Glei
hung zu erhalten, könnenwir au
h auf die Semidiskretisierung (3.25)-(3.27) das Eulerverfahren anwenden. DasDiskretisierungsverfahren in Raum und Zeit ist dann
un

m(ti+1, xk) = un
m(ti, xk)

+ Tm−1
(

(∆nun
m(ti, .))(xk) + f(ti, xk, u

n
m(ti, xk)) + (Θnun

m(ti, .))(xk)
)

+ n �nmW (ti, .)(xk)

un
m(ti, 0) = un

m(ti, 1) = 0, i = 0, 1, ...,m,

un
m(0, xk) = u0(xk), k = 1, 2, ..., n − 1,mit

ti :=
i

m
T, xk :=

k

n
.Dur
h bilineare Interpolation wie in (3.16) erhält man au
h hier eine Fortsetzung aufganz D = [0, T ] × [0, 1]. Konvergenzraten wie in Satz 3.2 sind dafür allerdings ni
htbekannt. Da für den Fall u0 ∈ C3([0, 1]) die Ergebnisse für die Semidiskretisierung derBurgers-Glei
hung ähnli
h sind, wie die der Semidiskretisierung der quasi-linearen para-bolis
hen SPDEs, arbeiten wir unter der Hypothese, dass die Konvergenzordnungen füreine Diskretisierung in Raum und Zeit au
h ähnli
h sind.
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3.2 Spektral-Galerkin VerfahrenIm folgenden betra
hten wir räumli
h mehrdimensionale semilineare sto
hastis
he parti-elle Di�erentialglei
hungen. Genauer haben wir nun x ∈ [0, 1]d statt x ∈ [0, 1] und denLapla
e-Operator ∆ anstelle von ∂2

∂x2 . Ebenfalls seien hier Diri
hlet-Randbedingungenerfüllt. Für
g ≡ 0spri
ht man dann au
h von einer sto
hastis
hen Wärmeleitungsglei
hung. Die Wärme-leitungsglei
hung ist ein Modell für die Temperaturverteilung eines Körpers dur
h Wär-meleitung oder die Ausbreitung eines gelösten Sto�es dur
h Di�usion.Hier betra
hten wir nur den Spezialfall

du(t) = ∆u(t)dt + dW (t)

u(0) = ξ (3.30)auf dem Hilbertraum H = L2((0, 1)d) mit deterministis
hem ξ ∈ H und Diri
hlet-Randbedinungen. Dabei sei W eine (zylindris
he) Browns
he Bewegung mit Kovarianz-Operator Q. Die Glei
hung (3.30) ist eine sto
hastis
he Wärmeleitungsglei
hung mitadditiven Raus
hen und sie entspri
ht für d = 1 der Wahl von
f ≡ g ≡ 0, σ ≡ 1in (3.1).Wir wollen sowohl die Wärmeleitungsglei
hung mit Raum-Zeit Weiÿem Raus
hen für

d = 1 als au
h mit nuklearem Raus
hen für d ∈ N betra
hten, d.h. der Kovarianz-Operator Q : H → H ist entweder die Identität für das Raum-Zeit Weiÿe Raus
hen oderein Spurklasse-Operator für nukleares Raus
hen, siehe dazu [13℄ und [4℄.De�nition 3.3 Sei (H, 〈., .〉) ein separabler Hilbertraum. Ein symmetris
her ni
ht-negativer Operator Q : H → H heiÿt Spurklasse-Operator, falls die Reihe
∑

n∈N

〈Qen, en〉für eine Orthonormalbasis (en)n∈N von H konvergiert.Die normierten Eigenfunktionen
ϕi(x) = 2d/2

d
∏

l=1

sin(ilπxl), i = (i1, ..., id) ∈ N
d (3.31)des Lapla
e-Operators bilden eine Orthonormalbasis von H = L2([0, 1]).Für i ∈ N

d de�nieren wir
|i|2 :=

√

i21 + ... + i2d.30



Wir nehmen im folgenden an, dass die ϕi Eigenfunktionen des Operators Q sind mitEigenwerten
λi = |i|−γ

2 ,für i = (i1, ..., id) ∈ N
d mit γ > d im Falle eines Spurklasse-Operators und γ = 0 im Falleder Identität. Es werden unabhängige skalare Browns
he Bewegungen de�niert dur
h

βi(t) = λ
−1/2
i 〈W (t), ϕi〉im Falle nuklearen Raus
hens, bzw. dur
h

βi(t) = W (t, ϕi)im Falle Raum-Zeit Weiÿen Raus
hens. Na
hgelesen werden kann dies in [4℄.3.2.1 Starke Approximation mit impliziten EulerverfahrenWir wollen nun ein Verfahren zur starken Approximation der Lösung der Wärmelei-tungsglei
hung (3.30) betra
hten, wel
hes auf [17℄ und [18℄ zurü
kgeht. Im folgendenbezei
hnet
µi = π2 |i|22den Eigenwert des Lapla
e-Operators ∆ zur Eigenfunktion ϕi.Die Funktion G, gegeben dur
h

G(t, x, y) :=
∑

i∈Nd

e−µitϕi(x)ϕi(y), x, y ∈ [0, 1]d (3.32)wird als Wärmeleitungskern für Diri
hlet Randbedingungen bezei
hnet. Diese Reihe kon-vergiert für alle x, y ∈ [0, 1] und t ∈ (0, T ], denn
∑

i∈Nd

e−π2 |i|22t |ϕi(x)ϕi(y)| ≤ 2d
∑

i∈Nd

(

e−π2t
)i21+...+i2d

= 2d
d
∏

l=1





∑

il∈N

(

e−π2t
)i2l





≤ 2d
d
∏

l=1





∑

il∈N

(

e−π2t
)il



 < ∞, (3.33)wobei die letzte Reihe konvergiert, weil sie eine geometris
he Reihe ist und |e−π2t| < 1für t ∈ (0, T ]. Man kann si
h lei
ht davon überzeugen, dass G(t, ., y) für alle y ∈ [0, 1] dieWärmeleitungsglei
hung
du(t) = ∆u(t)dt (3.34)mit Diri
hlet Randbedingungen löst. Man bezei
hnet G au
h als Fundamentallösung derWärmeleitungsglei
hung. Mit ihr ist es mögli
h Lösungen vonWärmeleitungsglei
hungen,31



die auÿerdem no
h zusätzli
he Terme enthalten, in einer Integralform darzustellen. Istein sto
hastis
her Prozess u de�niert dur
h
u(t) = u(t, .) =

∫ t

0

∫ 1

0
G(t − s, ., y)dW (s, y), (3.35)so löst er die sto
hastis
he Wärmeleitungsglei
hung (3.30). Dieser sto
hastis
he Prozess

u kann nun entwi
kelt werden in
u(t) =

∑

i∈Nd

Yi(t) ϕi (3.36)wobei die reell-wertigen sto
hastis
hen Prozesse Yi unabhängige Ornstein-Uhlenbe
k Pro-zesse sind. Sie erfüllen
dYi(t) = − µiYi(t)dt + λ

1
2
i dβi(t)

Yi(0) = 〈ξ, ϕi〉 . (3.37)Zur Approximation der Yi soll ein implizites Eulerverfahren verwendet werden, allerdingsmuss die Diskretisierung des Intervalls [0, T ] ni
ht unbedingt äquidistant sein. Für n ∈ Nde�nieren wir zuerst
I =

{

i ∈ N
d : |i|2 ≤ n

1
d

} (3.38)und
νi =











⌈

(λi/µi)
1/3 n(γ+2)/(3d)

⌉

, if γ < 3d − 2
⌈

(λi/µi)
1/3 n/ ln n

⌉

, if γ = 3d − 2
⌈

(λi/µi)
1/3 n

⌉

, if γ > 3d − 2.Die Knoten tl,i in [0, T ] zur Approximation von Yi werden de�niert dur
h
∫ tl,i

0
exp

(

−µi

3
(T − t)

)

dt =
l

νi

∫ T

0
exp

(

−µi

3
(T − t)

)

dt,für l = 0, ..., νi. Dies sind 1/νi-Quantile bezügli
h einer �xierten Wahrs
heinli
hkeits-di
hte. Explizit erhält man
tl,i =

3

µi
ln

(

l

νi
+ exp

(

−µi

3
T
)

(

1 − l

νi

))

+ T.Die Approximation Ŷi(T ) von Yi(T ) wird nun, mit Hilfe des Drift-impliziten Eulerver-fahren, de�niert dur
h
Ŷi(0) = 〈ξ, ϕi〉

Ŷi(tl,i) = Ŷi(tl−1,i) − µiŶi(tl,i)(tl,i − tl−1,i) + λ
1
2
i

(

βi(tl,i) − βi(tl−1,i)
)

, (3.39)32



für l = 1, ..., νi. S
hlieÿli
h de�nieren wir
un(T ) :=

∑

i∈I

Ŷi(T ) ϕi (3.40)als Approximation von u(T ).Der Fehler der pfadweisen Approximation un(T ) ist de�niert als
e(un(T )) :=

(

E ‖un(T ) − u(T )‖2
H

) 1
2
. (3.41)Man kann lei
ht zeigen, dass

∑

i∈I

νi � n,und damit gilt für die Kosten C von F (un(T )) für ein Funktional F

C � n.In [18℄ wird der folgende Satz bewiesen.Satz 3.5 Ist | 〈ξ, hi〉 | � |i|−1
2 , so gilt(i)

e(un(T )) ≍ n− 1
2 , (3.42)falls d = 1 und der Kovarianz-Operator Q die Identität ist(ii)

e(un(T )) ≍











n−(γ−d+2)/(2d), if γ < 3d − 2

n−1(ln n)3/2, if γ = 3d − 2

n−1, if γ > 3d − 2

(3.43)falls d ∈ N und der Kovarianz-Operator Q ein Spurklasse-Operator ist, dessenEigenfunktionen dur
h
ϕi(x) = 2d/2

d
∏

l=1

sin(ilπxl)und Eigenwerte dur
h
λi = |i|−γ

2für i = (i1, ..., id) ∈ N
d gegeben sind.In [18℄ wird auÿerdem gezeigt, dass die Konvergenzordnungen in (3.42) und (3.43) diebestmögli
hen Konvergenzordnungen sind, die mit einem beliebigen Verfahren un(T )zur pfadweisen Approximation der Lösung der Wärmeleitungsglei
hung, dessen Kostenkleiner glei
h n sind, errei
ht werden können.33



4 S
hwa
he Approximation semilinearersto
hastis
her partiellerDi�erentialglei
hungenWir wollen uns nun mit der s
hwa
hen Approximation von Lösungen semilinearer sto-
hastis
her partieller Di�erentialglei
hungen bes
häftigen. Dabei sollen die im vorheri-gen Kapitel bes
hiebenen Verfahren als Grundlage dienen. Da wir nun Erwartungswerteapproximieren wollen, verwenden wir Monte-Carlo Methoden. In diesem Kapitel soll un-tersu
ht werden, ob die Multi-level Monte-Carlo Methode mit dem Di�erenzenverfahrenund dem Spektral-Galerkin-Verfahren für sto
hastis
he partielle Di�erentialglei
hungenals Grundlage eine Verbesserung im Verglei
h zur klassis
hen Monte-Carlo Methode ist.Wie diese Verfahren zur s
hwa
hen Approximation genau aussehen wird im Folgendenbes
hrieben.4.1 Di�erenzenverfahrenWir betra
hten zunä
hst allgemein eine Approximation un
m der Lösung u einer Glei
hungder Form (3.1)�(3.3), wobei n und m die Diskretisierungsparameter in Raum bzw. Zeitsind. Die Kosten zur Bere
hnung von F (un

m), für ein Funktional F , seien O(nm). EinBeispiel dafür ist die Approximation in (3.13)�(3.15).Unser Ziel ist es, den Erwartungswert von F (u) zu approximieren. Das Funktional
F : B → R kann pfadunabhängig mit B = C([0, 1]) oder es kann pfadabhängig mit
B = C([0, T ] × [0, 1]) sein. Wir betra
hten hier den pfadabhängigen Fall. Für pfadun-abhängige Funktionale sind die Resultate der folgenden Abs
hnitte allerdings au
h gültig.In diesem Kapitel bezei
hnen wir Konstanten, die unabhängig von den Diskretisierungs-parametern und der Anzahl der Monte-Carlo Kopien sind, mit c. Diese Konstanten kön-nen trotz der einheitli
hen Bezei
hnung unters
hiedli
he Werte besitzen.4.1.1 Klassis
he Monte-Carlo MethodeZuerst s
hauen wir uns die s
hwa
he Approximation mit Hilfe der klassis
hen Monte-Carlo Methode an. Für n,m ∈ N betra
hten wir N unabhängige Kopien u

(n,1)
m , ..., u

(n,N)
m

34



der Approximation un
m und erhalten die klassis
he Monte-Carlo Methode

ŶMC = Ŷ n,m,N
MC = N−1

N
∑

j=1

F
(

u(n,j)
m

)zur Approximation von E[F (u)]. Für den Fehler von ŶMC gilt
e(ŶMC) =

(

N−1V [F (un
m)] +

(

E[F (un
m) − F (u)]

)2
)

1
2 (4.1)und für die Kosten von ŶMC gilt

C(ŶMC) ≤ c Nm n. (4.2)4.1.2 Multi-level Monte-Carlo MethodeAnstelle der klassis
hen Monte-Carlo Methode, soll nun die Multi-level Methode zurApproximation von E[F (u)] verwendet werden. Dazu de�nieren wir
w :=

(

W (t, x)
)

(t,x)∈[0,T ]×[0,1]
,wobei W das Browns
he Blatt aus der SPDE (3.1) ist. Die Zufallsvariable w besitztWerte in

B̄ = C([0, T ] × [0, 1]).Es sei ϕ : B̄ → B eine messbare Abbildung, die die Lösung u der SPDE liefert, genauer
u = ϕw.Wir �xieren nun M1,M2 ∈ N, M1,M2 ≥ 2 und n0,m0 ∈ N. Für l ∈ N0 seien ϕl : B̄ → BAbbildungen, die aus w die Approximationen unl

ml
aus dem Di�erenzenverfahren mitParametern

nl = M l
1n0,

ml = M l
2m0liefern. Wir setzen

ul := unl
ml

, l ∈ N0.Für ein L ∈ N und N0, ..., NL ∈ N ist die Multi-level Monte-Carlo Methode de�niertdur
h
ŶML =

L
∑

l=0

Ŷl
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mit
Ŷ0 = N−1

0

N0
∑

j=1

F
(

ϕ0w
(j)
0

)

,

Ŷl = N−1
l

Nl
∑

j=1

(

F
(

ϕlw
(j)
l

)

− F
(

ϕl−1w
(j)
l

)

)

, l = 1, ..., L,und mit unabhängigen Kopien
w

(j)
l , j = 1, ..., Nl , l = 0, ..., Lvon w.Für den Fehler der Multi-level Methode ŶML gilt aufgrund der Unabhängigkeit der Zu-fallsvariablen Ŷ0, ..., ŶL

e(ŶML) =

(

V [ŶML] +
(

E[ŶML] − E[F (u)]
)2
)

1
2

=

(

L
∑

l=0

N−1
l Vl +

(

E[F (uL) − F (u)]
)2

)

1
2 (4.3)mit Vl = V [F (ul) − F (ul−1)].Wir bezei
hnen die Kosten von Ŷl mit C(Ŷl). Dann gilt für die Kosten C(ŶML) derMulti-level Methode ŶML

C(ŶML) =

L
∑

l=0

C(Ŷl) ≤ c

L
∑

l=0

Nl ml nl. (4.4)4.1.3 Konvergenzordnungen im Falle quasi-linearer parabolis
hersto
hastis
her Di�erentialglei
hungenEs sei nun u die Lösung einer quasi-linearen parabolis
hen SPDE (3.5)�(3.7) mit
u0 ∈ C3([0, 1]).Wir betra
hten das Di�erenzenverfahren aus (3.13)�(3.15) und die bilineare Interpolation

un
m aus (3.16) und untersu
hen den Fehler der klassis
hen Monte-Carlo Methode und derMulti-level Methode genauer.Die Bedingungen (H) und (R) aus Abs
hnitt 3.1.1 seien erfüllt und für das Funktional

F : C([0, T ] × [0, 1]) → R gelte:(I) Für alle v,w ∈ C([0, T ] × [0, 1]) gilt
|F (v) − F (w)| ≤

(

‖v‖2 + ‖w‖2

)

‖v − w‖2 .
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Naheliegend wäre hier, anstelle von Voraussetzung (I), globale Lips
hitz-Stetigkeit zufordern. Da das in den Experimenten in Kapitel 5 verwendete Funktional
F (v) =

∫ 1

0

∫ 1

0
v2(x, t)dx dtni
ht global Lips
hitz-stetig ist, wird hier die s
hwä
here Voraussetzung (I), die von demFunktional F erfüllt ist, verwendet. Aus (I) folgt auÿerdem für alle v ∈ C([0, T ] × [0, 1])

|F (v)| ≤ c (1 + ‖v‖2
2)mit einer Konstanten c, das heiÿt F ist hö
hstens von quadratis
hem Wa
hstum.Bevor wir mit der Abs
hätzung der Varianz und des Bias der Monte-Carlo Methodenbeginnen, benötigen wir no
h einige Vorbereitungen. Na
h Proposition 3.5 aus [11℄ gibtes für jedes p ≥ 1 eine Konstante c, so dass

sup
t∈[0,T ]

sup
x∈[0,1]

(

E
[

|un
m(t, x)|2p

])
1
2p ≤ c (4.5)für alle n ≥ 1, m ≥ 1, die (R) erfüllen. Daraus folgt

E
[

‖un
m‖2p

2

]

≤ c E
[

‖un
m‖2p

2p

]

= c

∫ T

0

∫ 1

0
E
[

|un
m(t, x)|2p

]

dx dt

≤ c T sup
t∈[0,T ]

sup
x∈[0,1]

E
[

|un
m(t, x)|2p ]

≤ c. (4.6)Es folgt aus Satz 3.2 (iii)
E
[

‖un
m − u‖2p

2

]

≤ c E
[

‖un
m − u‖2p

2p

]

≤ c

∫ T

0

∫ 1

0
E
[

|un
m(t, x) − u(t, x)|2p

]

dx dt

≤ c T sup
t∈[0,T ]

sup
x∈[0,1]

E
[

|un
m(t, x) − u(t, x)|2p ]

≤ c
(

m−δ1p + n−δ2p
)

, (4.7)mit
δ1 =

1

2
, δ2 = 1und einer Konstanten c, die unabhängig ist von m und n. Aus (4.6) und (4.7) folgt auÿer-dem unter Verwendung der Binomis
hen Formel und der Cau
hy-S
hwarz-Unglei
hung

E
[

‖u‖2p
2

]

= E
[

‖u − un
m + un

m‖2p
2

]

≤ E
[(

‖u − un
m‖2 + ‖un

m‖2

)2p]

≤ c. 37



Die klassis
he Monte-Carlo MethodeWir beginnen mit der oberen S
hranke des Bias. Wegen (4.7), Eigens
haft (I) des Funk-tionals F und unter Verwendung der Cau
hy-S
hwarz-Unglei
hung folgt
(

E[F (un
m)] − E[F (u)]

)2
=
(

E[F (un
m) − F (u)]

)2

≤
(

E
[

(‖un
m‖2 + ‖u‖2) ‖un

m − u‖2

])2

≤ E
[

(‖un
m‖2 + ‖u‖2)

2
]

E
[

‖un
m − u‖2

2

]

≤ c
(

m−δ1 + n−δ2
) (4.8)für alle n ≥ 1, m ≥ 1, denn

E
[

(‖un
m‖2 + ‖u‖2)

2
]

= E
[

‖un
m‖2

2 + 2 ‖un
m‖2 ‖u‖2 + ‖u‖2

2

]

≤
(

E
[

‖un
m‖2

2

]

+ 2
(

E
[

‖un
m‖2

2

]

E
[

‖u‖2
2

]

) 1
2

+ E
[

‖u‖2
2

]

)

≤ cmit einer Konstanten c, die unabhängig von m und n ist.Die Varianz von F (un
m) kann na
h oben abges
hätzt werden, denn aus (4.6) und da

F hö
hstens von quadratis
hem Wa
hstums ist folgt
V [F (un

m)] ≤ E[(F (un
m))2]

≤ E
[

c2 (1 + ‖un
m‖2

2)
2
]

≤ c2 E
[

1 + 2 ‖un
m‖2

2 + ‖un
m‖4

2

]

≤ c (4.9)für alle n,m ≥ 1.Aus (4.1), (4.8) und (4.9) folgt für den Fehler der klassis
hen Monte-Carlo Methode
e(ŶMC) =

(

N−1V [F (un
m)] +

(

E[F (un
m)] − E[F (u)]

)2
) 1

2

≤ c (N− 1
2 + m−

δ1
2 + n−

δ2
2 ). (4.10)Damit die Parameter optimal in Bezug auf die obere S
hranke sind, wählen wir N = Nnund m = mn, so dass

Nn ≍ nδ2, mn ≍ n
δ2
δ1 .Dann folgt na
h (4.2) für die Kosten

C(ŶMC) ≍ n
1+δ2+

δ2
δ1 ≍ m

1+δ1+
δ1
δ2

n ≍ N
1+ 1

δ1
+ 1

δ2
n38



und man erhält für den Fehler
e(ŶMC) � C(ŶMC)

− 1

2(1+ 1
δ1

+ 1
δ2

)
. (4.11)Da u0 ∈ C3([0, 1]), ist δ1 = 1

2 und δ2 = 1 und es folgt
e(ŶMC) � C(ŶMC)−

1
8 . (4.12)Die Folge (Ŷ n,mn,Nn

MC )n∈N von klassis
hen Monte-Carlo Methoden besitzt somit Konver-genzordnung 1
8 . Wir ho�en diese Konvergenzordnung mit Hilfe der Multi-level Methodezu verbessern.Die Multi-level Monte-Carlo MethodeFür die Multi-level Methode können die Varianzen Vl wie folgt abges
hätzt werden. Aus(4.7) mit p = 2, Eigens
haft (I) des Funktionals und unter Verwendung der Cau
hy-S
hwarz-Unglei
hung folgt

Vl = V [F (ul) − F (ul−1)]

≤ E
[

(

F (ul) − F (u) + F (u) − F (ul−1)
)2
]

≤
(

(

E[(F (ul) − F (u))2]
)1/2

+
(

E[(F (ul−1) − F (u))2]
)1/2

)2

≤
(

(

E
[

(‖ul‖2 + ‖u‖2)
2 ‖ul − u‖2

2

]

)1/2
+
(

E
[

(‖ul−1‖2 + ‖u‖2)
2 ‖ul−1 − u‖2

2

]

)1/2
)2

≤
(

(

E
[

(‖ul‖2 + ‖u‖2)
4
]

E
[

‖ul − u‖4
2

]

)1/4

+
(

E
[

(‖ul−1‖2 + ‖u‖2)
4
]

E
[

‖ul−1 − u‖4
2

]

)1/4
)2

≤ c

(

(

(m−2δ1
l + n−2δ2

l )
)1/4

+
(

(m−2δ1
l−1 + n−2δ2

l−1 )
)1/4

)2

≤ c
(

m−δ1
l + n−δ2

l

)

, (4.13)wobei wieder δ1 = 1
2 und δ2 = 1.Wie für die klassis
he Monte-Carlo Methode gilt au
h hier für das Quadrat des Bias
(

E[F (uL)] − E[F (u)]
)2 ≤ c

(

m−δ1
L + n−δ2

L

) (4.14)Aus (4.1), (4.13) und (4.14) folgt für den Fehler
e(ŶML) �

(

L
∑

l=0

N−1
l

(

m−δ1
l + n−δ2

l

)

+
(

m−δ1
L + n−δ2

L

)

)

1
2

=

(

L
∑

l=0

N−1
l

(

m
− 1

2
l + n−1

l

)

+

(

m
− 1

2
L + n−1

L

)

)

1
2 (4.15)
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und für die Kosten gilt
C(ŶML) =

L
∑

l=0

Nlmlnl. (4.16)Wir setzen
ul := unl

mlmit
nl =

√
M

l
, ml = 4M lfür l ∈ N0 und einer natürli
hen Zahl √M ≥ 2. Mit diesen Parametern ist (R) erfülltund die Voraussetzungen des Satzes 2.2 sind mit

α =
δ1

2
=

1

4
, β = δ1 =

1

2
, γ =

1

2erfüllt, vgl. (4.15) und (4.16). Für die Folge von Multi-level Monte-Carlo Methoden
ŶML = Ŷ L

ML mit L ∈ N gilt demna
h
e(ŶML) � C(ŶML)

− α
max(1+γ+2α−β,1+γ) = C(ŶML)−

δ1
3 = C(ŶML)−

1
6 .Wie in (4.12) gezeigt wurde, gilt für die Folge von klassis
he Monte-Carlo Methoden nur

e(ŶMC) � C(ŶMC)
− 1

2(1+ 1
δ1

+ 1
δ2

)
= C(ŶMC)−

1
8 .Dur
h die Multi-level Methode erhalten wir also eine Verbesserung der Konvergenzord-nung von 1

8 auf 1
6 .Bemerkung 4.1 Die soeben gezeigten Konvergenzordnungen 1

8 für die klassis
he Monte-Carlo Methode und 1
6 für die Multi-level Methode sind au
h gültig, falls u0 ∈ C3([0, 1])und das Funktional F : B → R pfadunabhängig ist, d.h. B = C([0, 1]). Die Voraussetzungan das Funktional lautet dann:(I) Für alle v,w ∈ C([0, 1]) gilt

|F (v) − F (w)| ≤
(

‖v‖2 + ‖w‖2

)

‖v − w‖2 .Die Konvergenzordnungen können analog wie im pfadabhängigen Fall gezeigt werden.
40



Bemerkung 4.2 Gilt für die Anfangsbedingung der SPDE nur u0 ∈ C([0, 1]), so könnenim pfadunabhängigen Fall die Konvergenzordnungen
1

2(1 + 1
δ1

+ 1
δ2

)für die klassis
hen Monte-Carlo Methoden und
δ1

3für die Multi-level Monte-Carlo Methoden für jedes δ1 < 1
4 und δ2 < 1

2 analog gezeigtwerden.4.1.4 Konvergenzordnungen im Verglei
hMit den soeben gezeigten Konvergenzordnungen haben wir obere S
hranken für den Feh-ler. Mit diesen Ergebnissen allein ist es zunä
hst einmal ni
ht mögli
h zu sagen, obdie Konvergenzrate der Multi-level Methoden wirkli
h gröÿer ist als die der klassis
henMonte-Carlo Methoden. Die klassis
hen Monte-Carlo Methoden können deutli
h gröÿereKonvergenzordnungen als 1
8 besitzen. Untere S
hranken für den Fehler der klassis
henMonte-Carlo Methoden sind im Allgemeinen ni
ht bekannt. Wir können allerdings einVerhältnis der Konvergenzordnungen der beiden Methoden bestimmen.Wir betra
hten wieder den Fall u0 ∈ C3([0, 1]). Aus Abs
hnitt 4.1.3 wissen wir, dassder Fehler der klassis
hen Monte-Carlo Methode na
h oben bes
hränkt ist dur
h
e(ŶMC) � N− 1

2 + m−
δ1
2 + n−

δ2
2 .Wir konstruieren nun eine untere S
hranke für diesen Fehler. Dazu setzen wir zunä
hsteinmal voraus, dass V [F (u)] 6= 0 ist. Wie in (4.13) erhält man

V [F (un
m) − F (u)] ≤ E[(F (un

m) − F (u))2] ≤ c (m−δ1 + n−δ2).Dann gibt es n0,m0 ∈ N, so dass für alle n ≥ n0 und m ≥ m0 gilt
V [F (un

m) − F (u)] ≤ 1

4
V [F (u)].Damit erhalten wir eine untere S
hranke für die Varianzen V [F (un

m)], die unabhängigvon n und m ist, denn es gilt
V [F (u)] = V [F (u) − F (un

m) + F (un
m)] ≤

(

(V [F (u) − F (un
m)])

1
2 + (V [F (un

m)])
1
2

)2und daraus folgt
V [F (un

m)] ≥
(

(V [F (u)])
1
2 − (V [F (u) − F (un

m)])
1
2

)2

≥
(

(V [F (u)])
1
2 − (

1

4
V [F (u)])

1
2

)2

=
1

4
V [F (u)], (4.17)41



für alle n ≥ n0 und m ≥ m0.Aus der Aussage des Satzes 3.2 können wir wie in (4.8) folgern, dass
∣

∣E[F (un
m) − F (u)]

∣

∣ � m−
δ1
2 + n−

δ2
2 = m− 1

4 + n− 1
2 . (4.18)Es ist aber dur
haus mögli
h, dass der Bias von F (un

m) au
h gröÿere Konvergenzordnun-gen besitzt. Falls es α1 und α2 gibt, so dass
∣

∣E[F (un
m) − F (u)]

∣

∣ ≍ m−α1 + n−α2,dann ist α1 ≥ 1
4 , α2 ≥ 1

2 und wegen (4.17) gilt für den Fehler der klassis
hen Monte-CarloMethode
e(ŶMC) =

(

N−1V [F (un
m)] + (E[F (un

m) − F (u)])2
)

1
2

≍
(

N−1 +
(

m−α1 + n−α2
)2
)

1
2

≍ N− 1
2 + m−α1 + n−α2 .Die Parameter m und n müssen so gewählt werden, dass die Bedingung (R) aus Kapitel3.1.1 erfüllt ist. Unter dieser Bedingung sind die Parameter N = Nn und m = mnbezogen auf die Fehlers
hranken optimal gewählt, falls

Nn ≍ n2α2 , mn ≍ n
max
(

α2
α1

,2
)

.Da für die Kosten C(ŶMC) = Nmn gilt, folgt
e(ŶMC) ≍ C(ŶMC)

− 1

2+max

(

1
α1

, 2
α2

)

+ 1
α2 . (4.19)Die maximale Konvergenzordnung der Folge von klassis
hen Monte-Carlo Methoden inAbhängigkeit von α1 und α2 ist dann

γMC :=
1

2 + max
(

1
α1

, 2
α2

)

+ 1
α2

.Dabei ist zu bea
hten, dass wir in (4.19) eine obere und au
h eine unter S
hranke fürden Fehler haben.Als nä
hstes s
hauen wir uns den Fehler der Multi-level Monte-Carlo Methode an. Für
ul := unl

mlmit
nl =

(

M
1

max(
α2
α1

,2)

)l

, ml = 4M l
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sind (R) und die Voraussetzungen des Satzes 2.2 mit
α =

1

max( 1
α1

, 2
α2

)
, β = δ1 =

1

2
, γ =

1

max(α2
α1

, 2)erfüllt. Mit Nl gemäÿ Satz 2.2 gilt für den Fehler der Multi-level Methode
e(ŶML) � C(ŶML)

− α
max(1+γ+2α−β,1+γ) � C(ŶML)

− 1

2+ 1
2 max( 1

α1
, 2
α2

)+ 1
α2 .De�nieren wir γML als

γML := sup
{

a > 0 : e(ŶML) � C(ŶML)−a
}

,so gilt
γML ≥ 1

2 + 1
2 max( 1

α1
, 2

α2
) + 1

α2

.Uns interessiert vor allem das Verhaltnis von γMC und γML

γML

γMC
≥

1
2+ 1

2
max( 1

α1
, 2
α2

)+ 1
α2

1

2+max
(

1
α1

, 2
α2

)

+ 1
α2

=
2 + max

(

1
α1

, 2
α2

)

+ 1
α2

2 + 1
2 max( 1

α1
, 2

α2
) + 1

α2

= 1 +
1
2 max( 1

α1
, 2

α2
)

2 + 1
2 max( 1

α1
, 2

α2
) + 1

α2

≥ 1 +
1

2min(2α1, α2) + 2
> 1 (4.20)Aus diesem Ergebnis können wir folgern, dass man au
h ohne die bestmögli
hen Kon-vergenzordnungen zu kennen eine bessere Konvergenzrate für die Folge von Multi-levelMethoden erwarten kann als für die Folge von klassis
hen Monte-Carlo Methoden. Istbeispielsweise α1 = δ1

2 = 1
4 und α2 = δ2

2 = 1
2 , so kann man für die Multi-level Methodeneine um mindestens den Faktor

γML

γMC
≥ 1 +

1

4α1 + 1 + 2α1
α2

=
4

3
= 1.3333 (4.21)gröÿere Konvergenzrate als für die klassis
he Monte-Carlo Methoden erwarten. Ist dage-gen beispielsweise α1 = 1

2 und α2 = 1 so erhält man den Faktor
γML

γMC
≥ 1 +

1

4α1 + 1 + 2α1
α2

=
5

4
= 1.25.Im Kapitel 5 werden diese Verhältnisse der Konvergenzordnungen experimentell bestä-tigt.Bemerkung 4.3 Betra
htet man Approximationen, die aus dem Di�erenzenverfahrenmit implizitem Eulerverfahren hervorgehen, so kann bei der Wahl der Parameter mn43



max(α2
α1 , 2) dur
h α2

α1
ersetzt werden, da Bedingung (R) ni
ht erfüllt sein muss. Berü
k-si
htigt man, dass beim impliziten Verfahren der Parameter n in die Kosten quadratis
heingeht (siehe Kapitel 3.1.1), so erhält man, analog wie bei dem expliziten Verfahren, beientspre
hender Parameterwahl für den Fehler der klassis
hen Monte-Carlo Methode

e(ŶMC) ≍ C(ŶMC)
− 1

2+ 1
α1

+ 2
α2und für den Fehler der Multi-level Methode

e(ŶML) � C(ŶML)
− 1

2+ 1
2α1

+ 2
α2Werden γMC und γML analog de�niert wie für das explizite Verfahren, so erhält man

γML

γMC
≥ 1 +

1

4α1 + 1 + 4α1
α2

> 1und beispielsweise für α1 = 1
4 und α2 = 1

2 ist
γML

γMC
≥ 1 +

1

4α1 + 1 + 4α1
α2

=
5

4
= 1.25. (4.22)Die Verbesserung der Konvergenzordnung dur
h die Multi-level Methode ist hier kleinerals bei dem entspre
henden Beispiel (4.21) des expliziten Verfahrens.4.2 Spektral-Galerkin VerfahrenAu
h für das Spektral-Galerkin Verfahren zur Lösung der Wärmeleitungsglei
hung solldie s
hwa
he Approximation mit Hilfe von Monte-Carlo Methoden untersu
ht werden.Insbesondere interessieren wir uns natürli
h dafür, ob der Einsatz der Multi-level Metho-de ents
heidende Verbesserungen bringt.4.2.1 Klassis
he Monte-Carlo MethodeWir verwenden die klassis
he Monte-Carlo Methode zur s
hwa
hen Approximation. DieApproximationen un(T ) von u(T ) werden mit dem Verfahren im Abs
hnitt 3.2.1 bere
h-net. Wir erhalten die klassis
he Monte-Carlo Methode

ŶMC = Ŷ n,N
MC = N−1

N
∑

j=1

F
(

u(n,j)(T )
)mit unabhängigen Kopien u(n,1)(T ), ..., u(n,N)(T ) von un(T ) als Approximation von

E[F (u(T ))] mit einem Funktional F : B → R mit B = C([0, 1]d), wel
hes die folgendeEigens
haft erfülle:
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(I) F ist Lips
hitz-stetig, das heiÿt es gibt eine Konstante c > 0, so dass für alle
v,w ∈ C([0, 1]d) gilt

|F (v) − F (w)| ≤ c ‖v − w‖2Aus der Lips
hitz-Stetigkeit folgt auÿerdem, dass F hö
hstens von linearem Wa
hstumist, das heiÿt
|F (v)| ≤ c (1 + ‖v‖2)mit einer Konstanten c. Um die Varianz der Monte-Carlo Methode ŶMC abzus
hätzen,zeigen wir zunä
hst einmal, dass ∑i∈I E

[

(Ŷi(T ))2
] na
h oben bes
hränkt ist. Es gilt

Ŷi(T )= Ŷi(0)

νi
∏

k=1

1

1 + µi(tk,i − tk−1,i)
+

νi
∑

l=1

(

νi
∏

k=l

1

1 + µi(tk,i − tk−1,i)

)

(

βi(tl,i) − βi(tl−1,i)
)

,wobei
1

1 + µi(tk,i − tk−1,i)
≤ e−c µi(tk,i−tk−1,i),siehe ([17℄, S.9). Daraus folgt mit der Unabhängigkeit der Inkremente der Browns
henBewegung

E
[

(Ŷi(T ))2
]

=

(

〈ξ, ϕi〉
νi
∏

k=1

1

1 + µi(tk,i − tk−1,i)

)2

+ 2 〈ξ, ϕi〉
νi
∏

k=1

1

1 + µi(tk,i − tk−1,i)

νi
∑

l=1

(

νi
∏

k=l

1

1 + µi(tk,i − tk−1,i)

)

E
[(

βi(tl,i) − βi(tl−1,i)
)]

+

νi
∑

l=1

(

νi
∏

k=l

1

1 + µi(tk,i − tk−1,i)

)2

E
[

(

βi(tl,i) − βi(tl−1,i)
)2
]

= 〈ξ, ϕi〉2 e−2c µi(T−t0,i) +

νi
∑

l=1

e−2c µi(T−tl,i)(tl,i − tl−1,i)

≤ c e−c µiT + c

∫ T

0
e−c µi(T−t)dt

= c e−c µiT + c
1

µi
(1 − e−cµiT )

≤ c e−c i2T + c i−2.Damit gilt
∑

i∈I

E
[

(Ŷi(T ))2
]

≤ c
∑

i∈I

(e−c i2T + i−2) < c. (4.23)
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Die Bes
hränktheit von ∑i∈I E
[

|Ŷi(T )|
] lässt si
h analog zeigen.Da das Funktional hö
hstens von linearem Wa
hstum ist, kann die Varianz von F (un(T ))na
h oben abges
hätzt werden dur
h eine Konstante c, denn

V [F (un(T ))] ≤ E
[

(F (un(T )))2
]

≤ c E
[

(1 + ‖un(T )‖2)
2
]

≤ c
(

1 + 2E
[

‖un(T )‖2

]

+ E
[

‖un(T )‖2
2

])

≤ c

(

1 + 2 sup
x∈[0,1]

E

[

∣

∣

∑

i∈I

Ŷi(T ) ϕi(x)
∣

∣

]

+ sup
x∈[0,1]

E

[

∣

∣

∑

i∈I

Ŷi(T ) ϕi(x)
∣

∣

2
])

≤ c

(

1 + 2E

[

∣

∣

∑

i∈I

Ŷi(T ) 2d/2
∣

∣

]

+ E

[

∣

∣

∑

i∈I

Ŷi(T ) 2d/2
∣

∣

2
])

≤ c

(

1 + 2E

[

∑

i∈I

∣

∣Ŷi(T )
∣

∣

]

+ E

[

(

∑

i∈I

∣

∣Ŷi(T )
∣

∣

)2
])

≤ c. (4.24)In der letzten Unglei
hung wird die Unabhängikeit der Ŷi(T ) und (4.23) verwendet.Für den Fehler der klassis
hen Monte-Carlo Methode gilt unter der Annahme (I) undmit dem Ergebnis der pfadweisen Approximation aus (3.42) und (3.43)
e(ŶMC) =

(

N−1V [F (un(T ))] +
(

E[F (un(T )) − F (u(T ))]
)2
) 1

2

≤
(

c N−1 +
(

E[c ‖un(T ) − u(T )‖2]
)2
)

1
2

≤ c
(

N−1 + E
[

‖un(T ) − u(T )‖2
2

])
1
2

≤ c (N− 1
2 + n− δ

2 ), (4.25)mit δ = 1, falls der Kovarianz-Operator Q die Identität ist und δ = 2 im Falle einesSpurklasse-Operators mit γ > 3d − 2. Die anderen mögli
hen Fälle folgen aus (3.43).Für die Kosten C(ŶMC) der Monte-Carlo Methode gilt
C(ŶMC) ≤ c Nn.Wie in Satz 2.1 folgt mit α = δ

2 und der Wahl N = Nn ≍ n2α

e(ŶMC) � C(ŶMC)
− α

1+2α . (4.26)Die Folge (Ŷ n,Nn

MC )n∈N von klassis
hen Monte-Carlo Methode besitzt also Konvergenzord-nung 1
4 , falls Q die Identität ist und 1

3 , falls Q ein Spurklasse-Operator mit γ > 3d − 2ist. 46



4.2.2 Multi-level Monte-Carlo MethodeWir setzen
w = (W (t))t∈[0,T ],wobei W die (zylindris
he) Browns
he Bewegung ist. Dann ist w eine Zufallsvariable mitWerten in

B̄ = C([0, T ] × [0, 1]d).Es seien ϕ,ϕl : B̄ → B, l ∈ N0 messbare Abbildungen, die aus w die Lösung u(T )zum Zeitpunkt T bzw. die Approximationen ul(T ) := unl(T ) aus dem Spektral-GalerkinVerfahren mit Parametern nl = M l, M ≥ 2 liefern, also
u(T ) = ϕw

ul(T ) = ϕlw.Wie in Kapitel 2.2.1 ist die Multi-level Monte-Carlo Methode für ein L ∈ N und
N0, ..., NL ∈ N de�niert dur
h

ŶML =

L
∑

l=0

Ŷl (4.27)mit
Ŷ0 = N−1

l

Nl
∑

j=1

F
(

ϕ0w
(j)
0

)

Ŷl = N−1
l

Nl
∑

j=1

(

F
(

ϕlw
(j)
l

)

− F
(

ϕl−1w
(j)
l

)

)und unabhängigen Kopien w
(j)
l für j = 1, ..., Nl, l = 0, ..., L von w.Für den Fehler der Multi-level Methode gilt

e(ŶML) =

(

L
∑

l=0

N−1
l Vl +

(

E[F (uL(T )) − F (u(T ))]
)2

)

1
2mit Vl = V [F (ul(T ))−F (ul−1(T ))]. Die Varianzen Vl können abges
hätzt werden dur
h

Vl ≤
[

(

E
[

(F (ul(T )) − F (u(T )))2
])

1
2 +

(

E
[

(F (ul−1(T )) − F (u(T )))2
])

1
2

]2

≤
[

(

E
[

c ‖ul(T ) − u(T )‖2
2

]

) 1
2

+
(

E
[

c ‖ul−1(T ) − u(T )‖2
2

]

) 1
2

]2

≤ c n−δ
l , (4.28)47



mit δ wie in (4.25), also δ = 1 im Falle der Identität als Kovarianz-Operator und δ = 2im Falle eines Spurklasse-Operators mit γ > 3d − 2.Die Abs
hätzung für den Bias kann analog wie bei der klassis
hen Monte-Carlo Methodedur
hgeführt werden
∣

∣E[F (un(T )) − F (u(T ))]
∣

∣ � n− δ
2 . (4.29)Da auÿerdem die Kosten bes
hränkt sind dur
h

C(ŶML) ≤ c

L
∑

l=0

NlM
l,sind die Voraussetzungen des Satzes 2.2 mit α = δ

2 und β = δ erfüllt.Für den Fehler der Multi-level Methoden gilt also, falls Q die Identität ist,
e(ŶML) � C(ŶML)−

1
2 log

(

C(ŶML)
) (4.30)und falls Q ein Spurklasse-Operator mit γ > 3d − 2 ist

e(ŶML) � C(ŶML)−
1
2 . (4.31)Dies ist eine deutli
he Verbesserung im Verglei
h zur Konvergenzordnung 1

4 bzw. 1
3 derklassis
hen Monte-Carlo Methode.Untere S
hranken für den Fehler haben wir leider ni
ht. Ob die Folge von klassis
henMonte-Carlo Methoden wirkli
h nur Konvergenzrate 1

4 bzw. 1
3 hat, muss no
h experi-mentell überprüft werden.4.2.3 Konvergenzordnungen im Verglei
hWie bei den Di�erenzenverfahren ist au
h hier vor allem das Verhältnis der Konvergenz-ordnungen interessant. Wir wissen, dass

∣

∣E[F (un(T )) − F (u(T ))]
∣

∣ �
(

E ‖un(T ) − u(T )‖2
H

)
1
2 ≍ n− δ

2 . (4.32)Falls es α gibt mit
∣

∣E[F (un(T )) − F (u(T ))]
∣

∣ ≍ n−α, (4.33)so gilt α ≥ δ
2 und für den Fehler der klassis
hen Monte-Carlo Methode gilt analog wie in4.1.4 unter der Voraussetzung V [F (u)] 6= 0, dass

e(ŶMC) ≍ N− 1
2 + n−α

≍ C(ŶMC)
− 1

2+ 1
α . (4.34)48



Wir haben damit eine obere und untere S
hranke für den Fehler und die maximaleKonvergenzordnung in Abhängigkeit von α ist
γMC :=

1

2 + 1
α

.Für den Fehler der Multi-level Methode erhält man na
h Satz 2.2
e(ŶML) �

{

C(ŶMC)−
1
2 log(C(ŶMC)), β = 1,

C(ŶMC)−
1
2 , β > 1.

(4.35)Wir de�nieren γML als
γML := sup

{

α > 0 : e(ŶML) � C(ŶML)−α
}

.Im Fall β = 1 wird dieses Supremum ni
ht unbedingt angenommen. Es gilt allerdingsimmer
γML ≥ 1

2
.Für das Verhältnis von γML und γMC erhält man

γML

γMC
≥

1
2
1

2+ 1
α

=
2 + 1

α

2
= 1 +

1

2α
> 1. (4.36)Man kann hieraus folgern, dass die Konvergenzrate für die Multi-level Methoden fürhinrei
hend groÿe Parameter (bzw. Kosten) immer gröÿer ist als die Konvergenzrate fürdie klassis
hen Monte-Carlo Methoden, falls sol
h ein α existiert. Für α = 1

2 beispielsweiseerhält man
γML

γMC
≥ 1 +

1

2α
= 2.4.2.4 Explizite LösungFür die Wärmeleitungsglei
hung (3.30) ist es mögli
h die Lösung explizit darzustellen.Dies können wir nutzen, um einen Verglei
hswert für die Experimente in Kapitel 5 zubere
hnen. Die Lösung u der Wärmeleitungsglei
hung zu einem festen Zeitpunkt t ∈ [0, T ]ist gegeben dur
h

u(t, .) =

∫ t

0

∫ 1

0
G(t − s, ., y)dW (s, y), (4.37)wobei G der Wärmeleitungskern aus (3.32) ist.Weiter kann u(t, .) entwi
kelt werden in

u(t, .) =
∑

i∈Nd

Yi(t) ϕi (4.38)
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mit unabhängigen Ornstein-Uhlenbe
k-Prozessen Yi, i = 1, 2, ..., die die sto
hastis
henDi�erentialglei
hungen
dYi(t) = −µiYi(t) dt + λ

1
2
i dβi(t),mit unabhängigen skalaren Browns
hen Bewegungen

βi(t) = λ
− 1

2
i 〈W (t, .), ϕi〉 ,lösen. Für die Lösung Yi einer sol
hen Di�erentialglei
hung gilt

Yi(t) = λ
1
2
i

∫ t

0
e−µi(t−s) dβi(s) ∼ N (0, σ2

i )mit
σ2

i = λ
1
2
i

∫ t

0
e−2µi(t−s) ds =

λ
1
2
i

2µi
(1 − e−2µit).Mit (4.38) können nun Realisierungen der Lösung der Wärmeleitungsglei
hung simuliertwerden, wobei die Summe na
h endli
h vielen Summanden abgebro
hen werden muss.Um den Erwartungswert von F (u(t, .)) für ein Funktional F : C([0, 1]) → R zu be-re
hnen, kann man eine klassis
he Monte-Carlo Methode mit N unabhängigen Kopien

u(t, .)(1), ..., u(t, .)(N) von u(t, .) verwenden. Als Approximation für diesen Erwartungs-wert erhält man
N−1

N
∑

j=1

F (u(t, .)(j)).Für das Funktional F , de�niert dur
h
F (u(t, .)) =

∫ 1

0
u2(t, x)dx, (4.39)kann E[F (u(t, .))] für t ∈ [0, T ] sogar ohne Monte-Carlo Methode bere
hnet werden, dennwegen der Orthonormalität der ϕi gilt

E
[

F (u(t, .))
]

= E

[∫ 1

0
u2(t, x) dx

]

= E

[ ∫ 1

0

(

∑

i∈Nd

Yi(t)ϕi(x)

)2

dx

]

= E

[

∑

i∈Nd

Y 2
i (t)

∫ 1

0
ϕ2

i (x) dx

]

=
∑

i∈Nd

E
[

Y 2
i (t)

]

=
∑

i∈Nd

σ2
i .
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5 SimulationenDie in den vorherigen Kapiteln bes
hriebenen Verfahren beruhen auf Realisierungen derInkremente der Browns
hen Bewegung bzw. des Browns
hen Blattes. In der Praxis wer-den diese Realisierungen simuliert. Für die Simulationen verwenden wir Zufallszahlen,die mit Hilfe eines Zufallszahlengenerators, dem Mersenne Twister, generiert werden.Der Mersenne Twister liefert Pseudo-Zufallszahlen, die wir als Realisierungen von unab-hängigen und auf dem Intervall [0, 1] glei
hverteilten Zufallsvariablen ansehen. Für dieSimulation der Inkremente benötigen wir allerdings normalverteilte Zufallszahlen. Da-zu kann die Box-Muller Methode verwendet werden. Sie transformiert einen auf demEinheitsquadrat [0, 1]2 glei
hverteilten Zufallsvektor in einen zweidimensional standard-normalverteilte Zufallsvektor. Dur
h Multiplikation mit σ ∈ R erhält man aus einerstandard normalverteilten Zufallsvariable eine normalverteilte Zufallsvariablen mit Er-wartungswert 0 und Varianz σ2.Die Inkremente der Browns
hen Bewegung lassen si
h auf diese Weise simulieren, dennbekanntli
h gilt
W (ti+1) − W (ti) ∼ N (0, ti+1 − ti), i = 0, . . . ,m − 1

W (t1) − W (t0), W (t2) − W (t1), . . . ,W (tm) − W (tm−1) sind unabhängigfür 0 = t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tm = T .Ist W wie bei den Verfahren für sto
hasti
he partielle Di�erentialglei
hungen ein Brown-s
hes Blatt auf [0, T ] × [0, 1], so gilt
W (ti+1, xk+1) − W (ti, xk+1) − (W (ti+1, xk) − W (ti, xk)) ∼ N (0, (ti+1 − ti)(xk+1 − xk))und die Inkremente sind unabhängig für i = 0, . . . ,m− 1 und k = 0, . . . , n− 1. Au
h dieInkremente des Browns
hen Blattes können somit wie oben bes
hrieben simuliert werden.Um die vers
hiedenen Monte-Carlo Methoden verglei
hen zu können, wird jeweils derexperimentell bere
hnete Fehler in Abhängigkeit der Kosten der Methode dargestellt.Um den Fehler einer Monte-Carlo Methode Ŷ zu bere
hnen, wurden Realisierungen von
100 unabhängigen Kopien Ŷ (1), ..., Ŷ (100) von Ŷ simuliert. Die Simulationswerte bezei
h-nen wir mit y(1), ..., y(100) und setzen

RMSE100 =





1

100

100
∑

j=1

(

y(j) − E[F (u)]
)2





1
2

. (5.1)Aufgrund der sehr langen Laufzeiten der Programme, die in der Gröÿenordnung vonmehreren Tagen liegen, kann die Anzahl der unabhängigen Kopien ni
ht beliebig erhöht51



werden. Eine Begründung dafür, dass 100 Realisierungen ausrei
hend sind, erhält manbei der Betra
htung der Simulationen einer Realisierung der Zufallsavariablen
DM =

1

M

M
∑

j=1

Ŷ (j)für M = 1, ..., 200 mit unabhängigen Kopien Ŷ (j) der Monte-Carlo Methode Ŷ und dendazugehörenden Kon�denzintervallen. In Abbildung 5.1 sind als Beispiel Simulationen für
DM und Kon�denzintervalle zum Niveau 0.95 für eine klassis
he Monte-Carlo Methode
ŶMC zur Approximation der Lösung der Wärmeleitungsglei
hung aus Abs
hnitt 5.2.1 zusehen. Dabei liegt der Monte-Carlo Methode ŶMC = Ŷ n,m,N

MC das Di�erenzenverfahrenund feste Parameter n, m und N zugrunde (vgl. Abbildung 5.8). Wie man in Abbildung5.1 sieht, sind bei etwa M = 100 die Kon�denzintervalle und damit au
h die S
hwan-kungen von DM ni
ht mehr allzu groÿ. Verglei
ht man die Gröÿe der Kon�denzintervallebei M = 100 und M = 200 so sieht man, dass die Verbesserung bei einer Verdopplungder Anzahl der Kopien von Ŷ gering ist.
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Abbildung 5.1: DM und Kon�denzintervalle5.1 Sto
hastis
he gewöhnli
he Di�erentialglei
hungenWir beginnen mit einem Beispiel aus der Finanzmathematik. Dazu betra
hten wir diesto
hastis
he Di�erentialglei
hung
du(t) = ru(t)dt + σu(t)dW (t), 0 ≤ t ≤ 1, (5.2)
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mit u(0) = 1, r = 0.05, σ = 0.2 und einer Browns
hen Bewegung W . Diese Di�erential-glei
hung besitzt eine eindeutige starke Lösung u, die gegeben ist dur
h
u(t) = u(0)e(r−σ2

2
)t+σW (t), 0 ≤ t ≤ 1. (5.3)Die Lösung u ist also eine geometris
he Browns
he Bewegung. Wie in Kapitel 2.3 ver-wenden wir als Basis ein einfa
hes Eulerverfahren und verglei
hen dann die klassis
heMonte-Carlo Methode (MC) mit der Multi-level Monte-Carlo Methode (ML) zur Appro-ximation von E[Fi(u)] für die Funktionale

F1(u) = u(T )

F2(u) = max (u(T ) − K, 0)

F3(u) = max

(∫ T

0
u(t)dt − K, 0

)mit T = 1 und K = 1. Das Funktional F1 ist die Auswertung von u zum Endzeitpunkt,
F2 ist die Auszahlungsfunktion eines europäis
hen Calls und F3 ist die einer Asiatis
henOption. Diskontierungsfaktoren wurden der Einfa
hheit halber weggelassen.Die Erwartungswerte E[Fi(u)] können für die Funktionale F1 und F2 explizit bere
hnetwerden. Es gilt

E[F1(u)] = u(0)erT

E[F2(u)] = u(0)erT Φ

(

log(u(0)/K) + (r + σ2

2 )T

σ
√

T

)

− Φ

(

log(u(0)/K) + (r − σ2

2 )T

σ
√

T

)mit der Verteilungsfunktion Φ der Standard-Normalverteilung. Letztere Formel entspri
htder Bla
k-S
holes-Formel, allerdings ohne Diskontierung. Mit der expliziten Formel (5.3)für die Lösung u und der klassis
hen Monte-Carlo Methode kann eine sehr gute Approxi-mation von E[F3(u)] bere
hnet werden, die wir als exakte Lösung ansehen. Das heiÿt wirverwenden diese Approximation anstelle von E[F3(u)] in der Bere
hnung von RMSE100.Eine Tabelle mit diesen Verglei
hswerten und den Parametern, die für die Monte-CarloMethoden gewählt wurden, ist in Kapitel 5.4 zu �nden, damit die Ergebnisse reprodu-zierbar sind.In Kapitel 2.3.1 wurde gezeigt, dass für den Fehler der klassis
hen Monte-Carlo Me-thoden e(ŶMC) � N− 1
2 + n−1 gilt, wobei n der Diskretisierungsparameter der Zeit fürdas Eulerverfahren und N die Anzahl der unabhängigen Kopien für die Monte-CarloMethode ist. Wegen diesem Zusammenhang wurden die Parameter n und N so gewählt,dass N ≍ n2 gilt. In 2.3.2 wurde gezeigt, dass für die Multi-level Methoden die Vor-aussetzungen des Satzes 2.2 mit α = 1 und β = 1 erfüllt sind. Deswegen sind die Pa-rameter Nl für l = 0, ..., L bezügli
h der oberen Fehlers
hranke optimal gewählt, wenn

Nl ≍ (M l)−1(ML)2. Die optimalen Parameter sind leider immer nur bis auf Konstantenbekannt. Die Experimente wurden deswegen jeweils mit vers
hiedenen Proportionalitäts-konstanten dur
hgeführt und die besten Ergebnisse wurden für die Abbildungen ausge-wählt. Bei dieser Auswahl wurde in erster Linie darauf gea
htet, dass die Konvergenzrate53



maximal ist und als zweites sollten die Werte der Fehler mögli
hst klein sein.Die Geraden in den Abbildungen sind Regressionsgeraden, wobei bea
htet werden muss,dass die A
hsen logarithmis
h sind. In der ursprüngli
hen Skalierung entspre
hen sieFunktionen der Form b C−a, wobei die Variable C den Kosten, also der Anzahl derAufrufe des Zufallszahlengenerators, entspri
ht. Die negative Steigung a der Geradenentspri
ht dann der Konvergenzrate der Methode.
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Abbildung 5.2: Fehler und Kosten der Approx. von E[F1(u)] für SDE
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Abbildung 5.3: Fehler und Kosten der Approx. von E[F2(u)] für SDE
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Abbildung 5.4: Fehler und Kosten der Approx. von E[F3(u)] für SDENa
h den theoretis
hen Ergebnissen aus Kapitel 2.3.1 bzw. 2.3.2 sollte für den Feh-ler der MC-Methoden gelten e(ŶMC) � C− 1
3 und für den Fehler der ML-Methoden

e(ŶML) � C− 1
2 log(C). Obwohl si
h die Konvergenzordnung der ML-Methoden für gröÿerwerdende Kosten der Konvergenzordnung 1

2 nähert, können wir ni
ht unbedingt erwarten,dass die Konvergenzrate der ML-Methoden 1
2 ist für Kosten im Berei
h von 105 − 109.55



Der Faktor log(C) kann hierbei ni
ht ganz verna
hlässigt werden.Die folgenden beiden Abbildungen sollen helfen eine bessere Vorstellung der Fehlers
hran-ken zu bekommen.
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Abbildung 5.5: Fehlers
hranken im Verglei
h
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Abbildung 5.6: Fehlers
hranke der ML-Methode und Regressionsgerade
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In Abbildung 5.6 ist C− 1
2 log C im Berei
h von C = 105 bis C = 109 zu sehen. Das ist etwader Berei
h, in dem au
h die Kosten der Monte-Carlo Methoden liegen. Auÿerdem zeigtdie Abbildung eine Regressionsgerade aus den Daten (C,C− 1

2 log C) mit C = 10k, k =
5, ..., 9. Genauer gesagt entspri
ht diese Gerade der Funktion 5.652 C−0.436. Wir könnendaraus folgern, dass etwa 0.436 die Konvergenzrate ist, die für die ML-Methoden indiesem Kostenberei
h mindestens erwartet werden kann.S
hauen wir nun no
h einmal zurü
k zu den Abbildungen 5.2�5.4, so sehen wir, dass dieKonvergenzraten der MC-Methoden wie erwartet etwa 1

3 sind. Die Konvergenzraten derML-Methoden sind deutli
h gröÿer als 1
3 und in der Tat sind sie immer mindestens 0.436.Die experimentellen Ergebnisse erfüllen damit genau die Erwartungen aus der Theorie.5.2 Di�erenzenverfahrenAls nä
hstes werden die experimentellen Ergebnisse für die MC-Methode und die ML-Methode, angewandt auf die Di�erenzenverfahren aus Kapitel 3.1, vorgestellt. In denAbbildungen 5.8�5.11 ist wieder der Fehler der jeweiligen Methode in Abhängigkeit derKosten dargestellt. Die theoretis
hen Ergebnisse dazu sind in Kapitel 4.1 zu �nden.5.2.1 Quasi-lineare parabolis
he sto
hastis
he partielleDi�erentialglei
hungenWärmeleitungsglei
hungDas einfa
hste Beispiel einer quasi-linearen sto
hastis
hen Di�erentialglei
hung (3.5)�(3.7) ist die Wärmeleitungsglei
hung mit

g ≡ 0, f ≡ 0, σ ≡ 1, u0 ≡ 0.Abbildung 5.7 zeigt pfadweise Approximationen dieser Wärmeleitungsglei
hung zumZeitpunkt T = 1 zu vers
hiedenen Parametern, aber jeweils zum selben Pfad des Brown-s
hen Blattes W .

57



−1

−0.5

 0

 0.5

 1

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

u m
n (1

,x
)

x

C=500            
C=500000      
C=500000000

Abbildung 5.7: Simulationen von un
m(1)Für die s
hwa
he Approximation wurden als Funktionale

F1(u) =

∫ 1

0
u2(x, 1)dx

F2(u) = max
x∈[0,1]

u(x, 1)

F3(u) =

∫ 1

0
u(x, 1)dx

F4(u) =

∫ 1

0

∫ 1

0
u2(x, t)dxdtgewählt, wobei T = 1 der Endzeitpunkt ist.Wie in 4.2.4 kann eine sehr gute Näherung von E[Fi(u)] bere
hnet werden. Damit habenwir einen Verglei
hswert für unsere Approximationen, die aus den Di�erenzenverfahrenhervorgehen. Diese Werte sind in Tabellen in Kapitel 5.4 zu �nden.In den Abbildungen 5.8�5.15 wird die MC-Methode mit der ML-Methode vergli
hen,wobei jeweils das Di�erenzenverfahren mit explizitem oder implizitem Eulerverfahrenzugrunde liegt.Für den Fehler der MC-Methoden gilt

e(ŶMC) � N
− 1

2
n + m

− 1
4

n + n− 1
2na
h Kapitel 4.1.3. Das heiÿt die Parameter sind in Bezug auf die obere S
hranke optimal,wenn Nn ≍ n und mn ≍ n2. Wir können damit für die MC-Methoden Konvergenzrate 1

858



erwarten. Da für die ML-Methoden mit
ul := unl

ml
, nl =

√
M

l
, ml = 4M ldie Voraussetzungen des Satz 2.2 mit α = 1

4 , β = 1
2 und γ = 1

2 erfüllt sind, wählen wir
Nl ≍ (ML)

3
4 (M l)−

3
4 und erwarten Konvergenzrate 1

6 .Es werden zuerst die Ergebnisse der Methoden, die als Basis das explizite Eulerverfahrenverwenden, dargestellt.
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Abbildung 5.8: Fehler und Kosten der Approx. von E[F1(u)] für Wärmeleitungsglei
hungmit explizitem Eulerverfahren
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Abbildung 5.9: Fehler und Kosten der Approx. von E[F2(u)] für Wärmeleitungsglei
hungmit explizitem Eulerverfahren
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Abbildung 5.10: Fehler und Kosten der Approx. von E[F3(u)] für Wärmeleitungsglei-
hung mit explizitem Eulerverfahren
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Abbildung 5.11: Fehler und Kosten der Approx. von E[F4(u)] für Wärmeleitungsglei-
hung mit explizitem EulerverfahrenDie na
h Kapitel 4.1.3 mindestens erwarteten Konvergenzraten sind für die MC-Methoden
1
8 = 0.125 und für die ML-Methoden 1

6 = 0, 167. Die S
hranken für die Fehler sind aller-dings nur obere S
hranken, deshalb können die Konvergenzraten au
h gröÿer sein. Wiein Abbildung 5.8�5.11 zu sehen ist, sind die Konvergenzraten der MC-Methoden in derTat oft gröÿer als 1
8 . Die Konvergenzraten der ML-Methoden sind allerdings au
h stetsgröÿer als 1

6 . Interessant ist für uns vor allem das Verhältnis der Konvergenzraten dervers
hiedenen Methoden. Aufgrund der theoretis
hen Ergebnisse des Kapitels 4.1.4 er-warten wir zumindest, dass die Konvergenzraten der ML-Methoden gröÿer sind als dieder MC-Methoden. Re
hnet man die Quotienten der Raten aus, so stellt man fest, dassdie Rate der ML-Methoden in den Abbildungen immer mindestens 1.3 Mal so groÿ istwie die entspre
hende Rate der MC-Methoden.Die Laufzeiten der Programme für die Monte-Carlo Methoden sind zu den Kosten Cproportional. Für Kosten C = 1010 liegt die Laufzeit zur Bere
hnung von RMSE100 inder Gröÿenordnung von mehreren Tagen.Nun werden au
h die Resultate der Monte-Carlo Methoden mit dem impliziten Euler-verfahren vorgestellt.
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Abbildung 5.12: Fehler und Kosten der Approx. von E[F1(u)] für Wärmeleitungsglei-
hung mit implizitem Eulerverfahren
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Abbildung 5.13: Fehler und Kosten der Approx. von E[F2(u)] für Wärmeleitungsglei-
hung mit implizitem Eulerverfahren
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Abbildung 5.14: Fehler und Kosten der Approx. von E[F3(u)] für Wärmeleitungsglei-
hung mit implizitem Eulerverfahren
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Abbildung 5.15: Fehler und Kosten der Approx. von E[F4(u)] für Wärmeleitungsglei-
hung mit implizitem EulerWie s
hon in Kapitel 3.1.1 erwähnt, sind die Kosten für das implizite Eulerverfahrengröÿer als für das explizite Eulerverfahren. Die De�nition der Kosten, über die Anzahlder Aufrufe des Zufallszahlengenerators können wir für das Di�erenzenverfahren mit im-63



plizitem Eulerverfahren ni
ht mehr verwenden. Um trotzdem das explizite Verfahren mitdem impliziten Verfahren verglei
hen zu können, fügen wir den Kosten einen Korrektur-faktor hinzu. Wir wissen, dass der Parameter n zu einem gewissen Anteil quadratis
hin die Kosten des impliziten Verfahrens eingeht. Für die hier verwendete Implementie-rung kann man für die Kosten C das Modell C = mn(1 + c(n − 1)) mit einer Kon-stante c aufstellen. Experimentell wurde c bestimmt und man erhält als Kosten für dieBere
hnung einer Realisierung des Di�erenzenverfahrens mit implizitem Eulerverfahren
mn(1 + 0.065(n − 1)), falls die Kosten für das Verfahren mit explizitem Eulerverfahren
mn sind. Daraus lässt si
h folgern, dass die mindestens erwarteten Konvergenzraten fürdie Monte-Carlo Methoden mit implizitem Eulerverfahren kleiner sind als mit explizitemEulerverfahren. Unter der Berü
ksi
htigung, dass n quadratis
h in die Kosten eingeht,kann analog wie in 4.1.3 gezeigt werden, dass die MC-Methoden mit implizitem Euler-verfahren Konvergenzordnung 1

10 besitzen. Die Voraussetzung (iii) aus Satz 2.2 ist fürdas implizite Eulerverfahren ni
ht mehr mit γ = 1
2 erfüllt, sondern nur no
h mit γ = 1.Man erhält als Konvergenzordnung 1

8 für die ML-Methoden.Leider müssen wir aber au
h feststellen, dass in den Abbildungen 5.12�5.15 keine groÿeVerbesserung dur
h die ML-Methode zu sehen ist. Au
h na
h Bemerkung 4.3 erwartetman für das implizite Verfahren eine weniger groÿe Verbesserung der Konvergenzratedur
h die ML-Methode als für das explizite Verfahren.Aus diesen Gründen werden für die weiteren Beispiele für das Di�erenzenverfahren nurno
h Methoden untersu
ht, die das explizite Eulerverfahren verwenden.Quasi-lineare parabolis
he SPDEEs soll nun no
h ein weiteres Beispiel einer quasi-linearen parabolis
hen sto
hastis
heDi�erentialglei
hung betra
htet werden. Dazu wird in (3.5)�(3.7)
f(t, x, u(t, x)) = −u(t, x), σ(t, x, u(t, x)) ≡ 1, u0(x) = sin(πx)gesetzt. Die erste Abbildung zeigt pfadweise Approximationen zu vers
hiedenen Parame-tern, aber jeweils zum selben Pfad des Browns
hen Blattes.
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Abbildung 5.16: Simulationen von un
m(1)Die für die s
hwa
he Approximation verwendeten Funktionale sind dieselben, wie für dieWärmeleitungsglei
hung im Abs
hnitt vorher. Leider können hier Verglei
hswerte, dieals exakte Lösungen angesehen werden, ni
ht mehr wie bei der sto
hastis
hen Wärme-leitungsglei
hung bere
hnet werden. Wir haben hier nur die Mögli
hkeit die klassis
heMonte-Carlo Methode mit dem Di�erenzenverfahren für sehr groÿe Parameter zu ver-wenden. Die Parameter und die daraus resultierenden Verglei
hswerte sind in Kapitel 5.4tabellaris
h dargestellt. Die Fehlerabs
hätzungen und damit au
h die Wahl der Parame-ter sind für diese quasi-lineare parabolis
he SPDE dieselben wie bei der sto
hastis
heWärmeleitungsglei
hung im Abs
hnitt vorher.
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Abbildung 5.17: Fehler und Kosten der Approx. von E[F1(u)] für Quasi-lineare parabo-lis
he SPDE
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Abbildung 5.18: Fehler und Kosten der Approx. von E[F2(u)] für Quasi-lineare parabo-lis
he SPDE
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Abbildung 5.19: Fehler und Kosten der Approx. von E[F3(u)] für Quasi-lineare parabo-lis
he SPDE
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Abbildung 5.20: Fehler und Kosten der Approx. von E[F4(u)] für Quasi-lineare parabo-lis
he SPDEBetra
htet man die Konvergenzraten in den Abbildungen 5.17�5.20, so stellt man fest,dass au
h hier wie erwartet die Konvergenzraten der MC-Methoden mindestens 1
8 unddie der ML-Methoden mindestens 1

6 sind. Auÿerdem ist au
h hier jeweils die Rate der67



ML-Methoden mindestens um den Faktor 1.3 gröÿer als die der MC-Methoden.5.2.2 Sto
hastis
he Burgers-Glei
hungAls letztes Beispiel für das Di�erenzenverfahren betra
hten wir die sto
hastis
he Burgers-Glei
hung aus (3.22)�(3.24). Zuerst ist au
h hier wieder eine Abbildung mit pfadweisenApproximationen zu vers
hiedenen Parametern zu sehen.
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Abbildung 5.21: Simulationen von un
m(1)Für die s
hwa
he Approximation verwenden wir wieder dieselben Funktionale wie für diequasi-linearen SPDEs. Die Verglei
hswerte können hier leider wieder nur mit dem Dif-ferenzenverfahren und der klassis
he Monte-Carlo Methode mit sehr groÿen Parameternbere
hnet werden. Fehlerabs
hätzungen für die Approximation mit Di�erenzenverfahrensind für die Burgers-Glei
hung leider ni
ht bekannt. Wir können ledigli
h die Hypotheseaufstellen, dass si
h Fehler und Kosten wie bei den quasi-linearen SPDEs verhalten unddemna
h au
h die Parameter wie bei den quasi-linearen SPDEs wählen. Die Resultatesind in den Abbildungen 5.22�5.25 zu sehen.
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Abbildung 5.22: Fehler und Kosten der Approx. von E[F1(u)] für Burgers-Glei
hung
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Abbildung 5.23: Fehler und Kosten der Approx. von E[F2(u)] für Burgers-Glei
hung
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Abbildung 5.24: Fehler und Kosten der Approx. von E[F3(u)] für Burgers-Glei
hung
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Abbildung 5.25: Fehler und Kosten der Approx. von E[F4(u)] für Burgers-Glei
hungDie experimentellen Resultate für die Burgers-Glei
hung sind sehr ähnli
h wie die derquasi-linearen SPDEs. Die Vermutungen über Konvergenzordnungen der Verfahren fürdie Burgers-Glei
hung werden also dur
h die Experimente unterstützt. Die Konvergenz-raten der Multi-level Methode sind au
h hier mindestens um den Faktor 1, 3 gröÿerals die der einfa
he Monte-Carlo Methode. Da ni
ht bekannt ist, wie die sto
hastis
he70



Burgers-Glei
hung explizit gelöst werden kann, ist man auf numeris
he Verfahren ange-wiesen. Es ist deshalb besonders erfreuli
h zu sehen, dass die Multi-level Methode au
hfür diese komplizierte Glei
hung eine deutli
he Verbesserung im Verglei
h zur klassis
henMonte-Carlo Methode ist, au
h wenn dies theoretis
h no
h ni
ht bewiesen ist. In Abbil-dung (5.25) beispielsweise errei
ht die ML-Methode für Kosten C = 1010 einen Fehler,der etwa 0.0003 ist. Um mit der MC-Methode eine Approximation zu erhalten, derenFehler ebenso klein ist, benötigte man Kosten C > 1013. Das bedeutet man hätte beider MC-Methode einen mindestens um den Faktor 1000 groÿeren Zeitaufwand als bei derML-Methode, um Approximationen mit dem Fehler 0.0003 zu bekommen. Die Laufzeitender Programme liegen für Kosten C = 1010 etwa in der Gröÿenordnung eines Tages, dasbedeutet die Laufzeiten für die Programme mit C = 1013 liegen in der Gröÿenordnungvon etwa 1000 Tagen, was etwa 3 Jahren entspri
ht. An diesem Re
henbeispiel ist zusehen wie groÿ die Verbesserung dur
h die Multi-level Methode ist.5.3 Spektral-Galerkin Verfahren5.3.1 Wärmeleitungsglei
hung mit Raum-Zeit Weiÿem Raus
henFür die Spektral-Galerkin Verfahren betra
hten wir zuerst die Wärmeleitungsglei
hungaus (3.30) mit Raum-Zeit Weiÿem Raus
hen, Anfangsbedingung u(0) = 0 und d = 1.Pfadweise ApproximationAbbildung 5.26 zeigt Realisierungen von un(1) aus 3.2.1 zu vers
hiedenen Parametern n,die aber zum selben Pfad der (zylindris
hen) Browns
hen Bewegung W gehören.
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Abbildung 5.26: Realisierung von un(1) für d = 1, γ = 071



S
hwa
he ApproximationFür die s
hwa
he Approximation wurden die Verglei
hswerte wie in 4.2.4 bere
hnet. Inden folgenden Abbildungen ist der Fehler der MC-Methoden aus 4.2.1 und der ML-Methoden aus 4.2.2 zu sehen. Es wurden die Funktionale F1, F2 und F3 wie bei denDi�erenzenverfahren verwendet. Die Fehlerabs
hätzungen aus Kapitel 4.2 sind allerdingsni
ht für alle Funktionale gültig. Das Funktional F3 erfüllt die Voraussetzung (I). Für dieanderen Funktionale kann nur vermutet werden, dass die Konvergenzraten ähnli
h sind.Die Parameter wurden für die MC-Methoden so gewählt, dass N ≍ n ist (siehe 4.2.1)und für die ML-Methoden folgt aus Satz 2.2, dass Nl ≍ ML

M l optimal in Bezug auf dieoberen Fehlers
hranken ist. Es wurden au
h hier wieder Experimente mit unters
hied-li
hen Proportionalitätskonstanten dur
hgeführt und die besten Ergebnisse ausgewählt,das heiÿt diejenigen mit der gröÿten Konvergenzrate und einem mögli
hst kleinen Fehler.Die in den Abbildungen verwendeten Parameter sind wieder in Kapitel 5.4 zu �nden.In den Abbildungen 5.27�5.29 haben die MC-Methoden jeweils etwa die Konvergenzrate
1
4 und die ML-Methoden fast 1

2 . Genau das wurde aufgrund der theoretis
hen Ergebnisse(4.26) und (4.30) mindestens erwartet. Die ML-Methode hat für groÿe Kosten C in allenFällen au
h absolut gesehen einen deutli
h kleineren Fehler als die MC-Methode.
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Abbildung 5.27: Fehler und Kosten der Approx. von E[F1(u)] für d = 1, γ = 0
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Abbildung 5.28: Fehler und Kosten der Approx. von E[F2(u)] für d = 1, γ = 0
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Abbildung 5.29: Fehler und Kosten der Approx. von E[F3(u)] für d = 1, γ = 0Für das Funktional F3 sind die Konvergenzraten wie erwartet und au
h für die Funktio-nale F1 und F2 bestätigt si
h die Vermutung.
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5.3.2 Wärmeleitungsglei
hung mit nuklearem Raus
henNun sollen au
h die Ergebnisse des Spektral-Galerkin-Verfahrens für die Wärmeleitungs-glei
hung mit nuklearem Raus
hen vorgestellt werden. Das heiÿt γ ist jetzt gröÿer alsNull. Die Monte-Carlo Methoden werden an Wärmeleitungsglei
hungen (3.30) mit d = 1und d = 2 und an vers
hiedenen Funktionalen getestet.
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Abbildung 5.30: Fehler und Kosten der Approx. von E[F1(u)] für d = 1, γ = 2
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Abbildung 5.31: Fehler und Kosten der Approx. von E[F1(u)] für d = 1, γ = 474
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Abbildung 5.32: Fehler und Kosten der Approx. von E[F1(u)] für d = 2, γ = 8
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Abbildung 5.33: Fehler und Kosten der Approx. von E[F2(u)] für d = 1, γ = 2

75



 1e−04

 0.001

 0.01

 0.1

 10000  100000  1e+06  1e+07

R
M

S
E

10
0

Kosten C

MC
0.222*C−0.3

ML
26.363*C−0.694

Abbildung 5.34: Fehler und Kosten der Approx. von E[F2(u)] für d = 1, γ = 4
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Abbildung 5.35: Fehler und Kosten der Approx. von E[F2(u)] für d = 2, γ = 8
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Abbildung 5.36: Fehler und Kosten der Approx. von E[F3(u)] für d = 1, γ = 2
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Abbildung 5.37: Fehler und Kosten der Approx. von E[F3(u)] für d = 1, γ = 45.4 Parameter und Verglei
hswerteDer Verglei
hswert, der in den Programmen als exakte Lösung angenommen wurde, wirdhier mit D bezei
hnet. Dieser Wert geht für die vers
hiedenen Glei
hungen aus unter-77



s
hiedli
hen Verfahren hervor. Mit B erhalten wir ein Kon�denzintervall
I = [D − B,D + B]zum Niveau 0.95.SDEFür die Funktionale F1 und F2 kann E[Fi(u)] für i = 1, 2 exakt bere
hnet werden (sieheKapitel 5.1). Für das Funktional F3 wurde der Verglei
hswert D mit einer klassis
henMonte-Carlo Methode und mit Hilfe der expliziten Darstellung der Lösung der SDE wiein (5.3) bere
hnet.In den Abbildungen 5.2�5.4 wurden für die Multi-level Methoden L = 1, 2, ... und M = 4gewählt. Diese Wahl von M ist begründet dur
h ([7℄, S. 611). Die Kosten der Multi-levelMethoden Ŷ L

ML für L = 1, 2, ... sind dur
h M und die Wahl der Nl, l = 0, ..., L bestimmt.Der Parameter n wurde für die klassis
hen Monte-Carlo Methoden so gewählt, dass manMonte-Carlo Methoden mit ähnli
h groÿen Kosten erhält, wie die der Multi-level Metho-den. Dafür wurde n =
⌊

4 · 100.4·k
⌋, k = 1, 2, ... gewählt. Die restli
hen Parameter sindder Tabelle entnehmbar.Abbildung D B N nl Nl5.2 1.051271 0 n2 M l n2

L

nl5.3 0.109864 0 n2 M l n2
L

nl5.4 0.06059 1.4 · 10−5 n2 M l n2
L

nlDi�erenzenverfahren für Wärmeleitungsglei
hung (explizit)Die Verglei
hswerte D für die Wärmeleitungsglei
hung wurden gemäÿ Kapitel 4.2.4 be-re
hnet. Für die Multi-level Methode wurde L = 1, 2, ... und M = 4 gewählt und für dieklassis
he Monte-Carlo Methode n =
⌊

100.2·k
⌋, k = 1, 2, .... Die Wahl von M ist dadur
hbegründet, dass die Parameter nl und ml für alle l = 0, 1, ... natürli
he Zahlen sein müs-sen.Abbildung D B m N nl ml Nl5.8 0.083333 < 10−6 4n2 200n 2

√
M

l
4n2

l 100(nL

nl
)

3
45.9 0.43802 0.002 4n2 200n 2

√
M

l
4n2

l 100(nL

nl
)

3
45.10 0 0 4n2 1000n 2

√
M

l
4n2

l 1000(nL

nl
)

3
45.11 0.080555 < 10−6 4n2 200n 2

√
M

l
4n2

l 100(nL

nl
)

3
4Di�erenzenverfahren für Wärmeleitungsglei
hung (implizit)Für die Multi-level Methode wurde L = 1, 2, ... und M = 4 gewählt und für die klassis
heMonte-Carlo Methode n =

⌊

100.2·k
⌋, k = 1, 2, ....
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Abbildung D B m N nl ml Nl5.12 0.083333 < 10−6 4n2 200n 4
√

M
l

0.5n2
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√
M

l
0.5n2

l 100(nL

nl
)

3
4Di�erenzenverfahren für quasi-linear parabolis
he SPDEFür die quasi-lineare SPDE wurden die Verglei
hswerte mit dem Di�erenzenverfahrenund der klassis
hen Monte-Carlo Methode bere
hnet. Dafür wurden die Parameter

n = 102.5,

m = 4 · 105,

N = 12500gewählt. Für die Multi-level Methode wurde L = 1, 2, ... und M = 4 gewählt und für dieklassis
he Monte-Carlo Methode n =
⌊

100.2·k
⌋, k = 1, 2, ....Abbildung D B m N nl ml Nl5.17 0.07902 0.0011 4n2 200n 2
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3
4Di�erenzenverfahren für Burgers-Glei
hungAu
h für die Burgers-Glei
hung wurden die Verglei
hswerte mit dem Di�erenzenverfahrenund der klassis
hen Monte-Carlo Methode bere
hnet. Dafür wurden

n = 102.5,

m = 4 · 105,

N = 25000.gewählt. Für die Multi-level Methode wurde L = 1, 2, ... und M = 4 gewählt und für dieklassis
he Monte-Carlo Methode n =
⌊

100.2·k
⌋, k = 1, 2, ....Abbildung D B m N nl ml Nl5.22 0.07869 0.0008 4n2 400n 2
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Spektral-Galerkin-VerfahrenFür die Multi-level Methode wurde L = 1, 2, ... und M = 4 gewählt und für die klassis
heMonte-Carlo Methode n =
⌊

100.4·k
⌋, k = 1, 2, ....Abbildung D B N nl Nl5.27 0.083333 < 10−6 10n M l 100nL

nl5.28 0.43802 0.002 n M l 10nL

nl5.29 0 < 10−6 100n M l 1000nL

nl5.30 0.054831 < 10−6 10n M l 1000nL

nl5.31 0.051539 < 10−6 10n M l 1000nL

nl5.32 0.001619 < 10−6 10n M l 1000nL

nl5.33 0.16556 0.0018 10n M l 1000nL

nl5.34 0.13598 0.0017 10n M l 1000nL

nl5.35 0.03527 0.0008 10n M l 100nL

nl5.36 -0.00046 0.0019 10n M l 1000nL

nl5.37 -0.00048 0.0019 10n M l 1000nL

nl
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