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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit einer Multi-level Monte-Carlo Methode nach
Giles |7]. Monte-Carlo Methoden finden Anwendung im Bereich der Finanzmathematik,
aber auch in den Naturwissenschaften, wenn zufillige Ereignisse eine Rolle spielen, bei-
spielsweise in der Physik, wenn es um die Beschreibung der Bewegung von Teilchen geht.
Ziel der Monte-Carlo Methoden ist die Approximation von Erwartungswerten etwa von
der Form E[F(u)] mit einer Zufallsvariable u auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (£2,.4, P)
mit Werten in einem Banachraum B und einem Funktional F': B — R. Hierbei kann u
zum Beispiel die Losung einer stochastische Differentialgleichung sein.

Die hier studierten Monte-Carlo Methoden beruhen auf Approximationen u™ der Zufalls-
variable © mit n € N, wobei diese Approximationen aus numerischen Verfahren hervor-
gehen. Man hat dabei die Vorstellung, dass die Approximationen »" mit wachsendem n
besser werden.

In dieser Arbeit wird die klassische Monte-Carlo Methode und die Multi-level Monte-
Carlo Methode zunédchst in abstrakter Form fiir eine beliebige Zufallsvariable v und
beliebige Approximationen vorgestellt. Fiir ein festes n € N erhélt man eine klassische
Monte-Carlo Methode Yy;¢ auf der Basis unabhingiger Kopien von u” (|8], [6]).

Die Multi-level Monte-Carlo Methode Yz, verwendet eine Kombination von Approxima-
tionen verschiedener Levels aus einer Folge von Approximationen (u;);en,, die beispiels-
weise eine Teilfolge von (u™),en sein kann. Der entscheidende Punkt ist, dass u und die
Approximationen w; aus ein und derselben Zufallsvariable w hervorgehen miissen, d.h. es
gibt messbare Abbildungen ¢ und ¢y, so dass

U = pw, up = p1w

fiir alle [ € Ng. Ist u die Losung einer stochastischen Differentialgleichung, so entspricht
die Zufallsvariable w einer Brownschen Bewegung und die Approximationen u; kénnen
beispielsweise aus einem FEulerverfahren hervorgehen, welches auf den Inkrementen der
Brownschen Bewegung basiert.

Der gesuchte Erwartungswert E[F(u)] kann durch

L

E[F(ug)] = E[F(uo)] + Y _ E[F(u) — F(u_1)] (1.1)
=1

approximiert werden. Hierbei sind u; und w;_ iiber die Zufallsvariable w gekoppelt, denn
sie sind Komponenten der Zufallsvariable

(ug,ui—1) = (prw, pr_1w) : @ — B X B.



Die Erwartungswerte auf der rechten Seite von (1.1) werden durch klassische Monte-Carlo
Methoden approximiert.

Fiir die Multi-level Monte-Carlo Methoden als auch fiir die klassischen Monte-Carlo
Methoden werden, unter gewissen Voraussetzungen an die zugrunde liegenden Appro-
ximationen und das Funktional F', Konvergenzordnungen bewiesen. In der vorliegenden
Arbeit stellen Konvergenzordnungen stets nur obere Schranken fiir den Fehler in Abhén-
gigkeit der Kosten dar.

Des Weiteren wird in dieser Arbeit der Einsatz von Monte-Carlo Methoden zur schwa-
chen Approximation der Lésung gewisser stochastischer partieller Differentialgleichungen
behandelt. Auch hier wird untersucht, inwiefern die Multi-level Monte-Carlo Methode ei-
ne Verbesserung zu klassischen Monte-Carlo Methode darstellt.
Wir betrachten semilineare SPDEs
2
%u(t,a:) = %u(t,m) + f(t,x,u(t,x)) + (%g
2

W(t,z), te[0,T], x€][0,1]

(t,z,u(t,x))

+o(t,z, u(t, x))%
mit Dirichlet-Randbedingungen, Anfangswert ug, sowie einem Brownschen Blatt W und
geeigneten Abbildungen f, g und . Man spricht auch von SPDEs mit Raum-Zeit Weifem
Rauschen. Diese Klasse von SPDEs enthélt unter anderem auch stochastische Warmelei-
tungsgleichungen und die stochastische Burgersgleichung ([3], [9], [4], [21]). Diese Glei-
chungen finden in der Fluid- und Thermodynamik Anwendung. Die Wérmeleitungsglei-
chung dient als Modell fiir die Ausbreitung eines gelosten Stoffes durch Diffusion oder
als Modell fiir die Warmeleitung in einem Korper. Ihre Losung u(t,z) beschreibt die
Konzentration des Stoffes bzw. die Temperatur des Korpers zu einem Zeitpunkt ¢ an
einem Ort x. Die Burgersgleichung hingegen ist ein Modell fiir eindimensionale Stromun-
gen von inkompressiblen newtonschen Fliissigkeiten oder Gasen. Die Losung v kann als
Stromungsgeschwindigkeit interpretiert werden ([20], [12]).

Um starke Approximationen der Losungen solcher SPDEs zu erhalten, werden zwei ver-
schiedene Ansidtze betrachtet. Zuerst wird ein Differenzenverfahren nach Gyongy (|10],
[11], [1]) verwendet, welches sich aus einer Semidiskretisierung der rdumlichen Kompo-
nente und einer Diskretisierung der Zeit durch ein Eulerverfahren zusammensetzt. Fiir
eine Unterklasse der semilinearen SPDEs, den quasi-linearen SPDEs, sind starke Kon-
vergenzordnungen des Differenzenverfahrens bekannt. Die stochastische Burgersgleichung
gehort allerdings nicht zu diesen quasi-linearen SPDEs und entsprechende Konvergenz-
ordnungen des Differenzenverfahrens sind nicht bekannt. Aufgrund von Abschétzungen
der Semidiskretisierung der Burgersgleichung konnen allerdings Vermutungen gedufert
werden.

Als zweiter Ansatz wird ein Spektral-Galerkin Verfahren nach Miiller-Gronbach und
Ritter ([17], [18]) verwendet. Dieser Ansatz ist fiir stochastische Warmeleitungsgleichun-
gen anwendbar, wobei hier sogar € [0,1]¢ fiir d € N sein darf. Wir betrachten fiir d = 1
Wirmeleitungsgleichungen mit Raum-Zeit Weifem Rauschen (ID) und fiir d € N mit



nuklearem Rauschen (T'C), das heifit der Kovarianz-Operator () der Brownschen Bewe-
gung ist ein Spurklasse-Operator. Auch fiir die Spektral-Galerkin Verfahren sind starke
Konvergenzordnungen bekannt.

Diese starken Approximationen kénnen als Grundlage fiir die klassischen Monte-Carlo
Methoden und die Multi-level Monte-Carlo Methoden dienen. Fiir die Monte-Carlo Me-
thoden, die das Differenzenverfahren verwenden, erhdlt man unter der Bedingung ug €
C3([0,1]) und unter geeigneten Annahmen an das Funktional F' Konvergenzordnung %
fiir die klassische Monte-Carlo Methode und Konvergenzordnung % fiir die Multi-level
Monte-Carlo Methode. Mit dem Spektral-Galerkin Verfahren als Grundlage erhélt man
fiir pfadunabhéngige lipschitz-stetige Funktionale F' im Fall (ID) Konvergenzordnung %
fiir die klassische Monte-Carlo Methode und fast Konvergenzordnung % fiir die Multi-
level Methode. Im Fall (TC) erhdlt man unter geeigneten Annahmen an den Kovarianz-
Operator () Konvergenzordnung % fiir die klassische Monte-Carlo Methode und % fiir die
Multi-level Methode. Auch hier ist wieder zu beachten, dass diese Konvergenzordnungen
lediglich obere Schranken fiir den Fehler darstellen.

Es wurden klassische Monte-Carlo Methoden und Multi-level Monte-Carlo Methoden
fiir verschiedene Gleichungen und zugrunde liegenden Verfahren implementiert. Hierbei
wurden die Fehlerabschidtzungen der starken Approximationen verwendet um die Pa-
ramter der Monte-Carlo Methoden zu wahlen. Es ist mit dieser Grundlage allerdings nur
moglich die Parameter bis auf Konstanten optimal zu wihlen. Ein Vergleich der ver-
schiedenen Monte-Carlo Methoden zeigt, dass stets die Multi-level Methode eine bessere
Konvergenzrate besitzt als die klassische Monte-Carlo Methode. Besitzt die klassische
Monte-Carlo Methode eine bessere Konvergenzrate als aus der Theorie mindestens her-
vorgesagt, so ist auch stets die Konvergenzrate der Multi-level Methode entsprechend
grofer als die Theorie besagt. Auch am Beispiel der stochastischen Burgersgleichung
schneidet die Multi-level Methode deutlich besser ab als die klassische Monte-Carlo Me-
thode. Da die theoretischen Fehlerschranken der Monte-Carlo Methoden in allen Fallen
nur obere Schranken sind, ist der experimentelle Teil dieser Arbeit in seiner Wichtigkeit
nicht zu unterschétzen.



2 Die Multi-level Monte-Carlo Methode

Monte-Carlo Methoden kénnen benutzt werden, um Integrale zu approximieren. Inbe-
sondere konnen damit Erwartungswerte von Zufallsvariablen ndherungsweise berechnet
werden. Wir betrachten zunéichst eine Zufallsvariable u auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (€2, A, P) mit Werten in einem Banachraum (B, ||.||). Unser Ziel ist es, eine mog-
lichst gute Néherung fiir den Erwartungswert von F'(u) fiir ein Funktional F' : B — R
zu berechnen, wobei wir stets die Integrierbarkeit von F'(u) voraussetzen.

Allgemein ist eine Monte-Carlo Methode eine Zufallsvariable Y auf einen Wahrschein-
lichkeitsraum (€2,.4, P) mit Werten in R.

Definition 2.1 Der Fehler einer Monte-Carlo Methode Y (zur Berechnung von E[F (u)])
ist definiert durch

e(V) = <E [(Y - E[F(u)])1 )é . (2.1)

Hierbei ist der Erwartungswert von F'(u) ein Erwartungswert beziiglich des Wahrschein-
lichkeitsraums (€2, A, P). Dagegen ist der dufere Erwartungswert in Bezug auf den Monte-
Carlo Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) zu verstehen.

Fiir den Fehler gilt

o(V) = <V[Y] + (B9 - E[F(u)])2>é , (2.2)

er setzt sich also aus der Varianz der Monte-Carlo Methode und dem Quadrat der Ditfe-
renz E[Y] — E[F(u)], die als Bias bezeichnet wird, zusammen. Gilt E[Y] = E[F(u)], so
ist der Bias gleich Null und die Methode heifit erwartungstreu.

2.1 Die klassische Monte-Carlo Methode

Es sei (u")pen eine Folge von Approximationen fiir u, das heift die u™ sind Zufallsva-
riablen mit Werten in B. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass v und die u"
Zufallsvariablen auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) sind. Wir setzen au-
fserdem stets die quadratische Integrierbarkeit von F'(u™) voraus.

Man stellt sich vor, dass die Folge (u"™),en in einem geeigneten Sinne gegen u konvergiert
und die Approximationen u” mit wachsendem n besser werden. Im Idealfall ist ©™ = u



fiir alle n € N. Dies wird jedoch im Kontext dieser Arbeit der Ausnahmefall sein.
Fiir ein festes n ist die klassische Monte-Carlo Methode definiert durch

N
Yo =Yyph =N F(ul), (2.3)
j=1

mit unabhingigen Kopien u(™b, .. u(™N) von u”, das bedeutet die (™) sind unabhén-

gig und besitzen dieselbe Verteilung wie u'.

Aufgrund des Starken Gesetzes der Grofien Zahlen betrachten wir eine Realisierung
Yio(w) mit w € Q als Approximation von E[F(u)).

Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass alle «” und (™) Zufallsvariablen auf demsel-
ben Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) sind. Die beiden Erwartungswerte in der Defini-
tion 2.1 des Fehlers einer Monte-Carlo Methode beziehen sich daher auf denselben Wahr-
scheinlichkeitsraum und miissen hier nicht mehr unterschiedlich gekennzeichnet werden.
Im Allgemeinen ist die klassische Monte-Carlo Methode nicht erwartungstreu. Fiir ihren
Fehler gilt

(Viturc] + (Blfine) - BF@)”)

e(YMc)

= (NTWIFP@")] + (BIF (") - Fu)])®)* (2.4)

Fiir den Spezialfall ©™* = u gilt allerdings die Erwartungstreue. Der Fehler reduziert sich
dann zu

D=

e(Yao) = (NT'VIF(u)]) (2.5)
Fiir die Kosten einer Monte-Carlo Methode Y soll hier kein Berechenbarkeitsmodell an-
gegeben werden. Dazu sei auf |2| verwiesen. Wir definieren die Kosten C(Y") einer Monte-
Carlo Methode Y als die Anzahl der Aufrufe eines idealen Zufallszahlengenerators, die
fiir die Simulation einer Realisierung von Y notwendig sind. Als Beispiel betrachten wir
die klassische Monte-Carlo Methode (2.3). Falls n Aufrufe eines Zufallszahlengenerators
fiir die Berechnung von u™ benotigt werden, so gilt C(Yj\?g ) = Nn.

Fiir zwei Folgen (ap)neny und (by)nen positiver reeller Zahlen schreiben wir a, < by, ,
falls sup, ey an /by < 0o. Auberdem schreiben wir a, < by, falls a,, < b, und b, < a,,.

Definition 2.2 Eine Folge von Monte-Carlo Methoden (Y”)neN besitzt Konvergenzord-
nung o« > 0, falls gilt

(V) < (C’(Y”))_a. (2.6)

Zu beachten ist hierbei, dass bei dieser Definition der Konvergenzordnung nur eine obere
Schranke fiir den Fehler gegeben ist. Besitzt eine Folge von Monte-Carlo Methoden die
Konvergenzordnung «, so ist es moglich, dass sie aulerdem Konvergenzordnung £ mit
B > «a besitzt, in jedem Fall besitzt sie Konvergenzordnung § fiir alle 0 < 8 < a.



Satz 2.1 Sei (u")nen eine Folge von Zufallsvariablen, fir die es positive Konstanten o
und c gibt, so dass fir alle n € N gilt

(i) |EF(w) = Fw)| < e
(1) VIF(u™)] < ¢

(i11) C(F(u™)) <ecn

Dann besitzt die Folge <YJ\7}[’]CV"> N von klassischen Monte-Carlo Methoden mit
ne

Konvergenzordnung

Beweis: Wegen (i) und (i) gilt fiir den Fehler von Yy;o = Yﬁ,’g”

N =

— n n 2
e(Yio) = (N VIF@™)] + (BIF (") - F(w)®)
1
< (eN P +n2)2
Fiir die Kosten C(Ya¢) der Monte-Carlo Methode gilt
’ _ . o1+2a _  altag
C(Yye) <e¢Npn=cn =c N, .

2a

. 1 .
Durch Umformen erhilt man n > (¢7'C(Ypc)) ™ und N, > (¢7'C(Yne)) ™=,
Schlieklich gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dass fiir alle n € N gilt

A

1
e(Yue) < (c Nyt +c2n2)2

D=

= <C (710 (V) "5 + ¢ (c_lC(YMc))_%)
< C/ C(YMc)_ﬁ‘

O

Fiir jedes v > 0 ist die Konvergenzordnung %55 € (0, %) Durch die Multi-level Me-
thode soll diese Konvergenzordnung verbessert werden. Dabei werden die Varianz und
der Bias der Methode reduziert.
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2.2 Die Multi-level Monte-Carlo Methode
2.2.1 Das Verfahren

Die nun vorgestellte Multi-level Monte-Carlo Methode geht auf 7] zuriick. Wir betrachten
eine Folge (u;)ien, von Zufallsvariablen, die v approximieren, wobei wir die quadratische
Integrierbarkeit von F'(u;) voraussetzen. Die u; und u seien Bilder einer Zufallsvariable
w : Q) — B mit einem Banachraum B, das heift es gibt messbare Abbildungen ¢ : B — B
und ¢; : B — B, so dass

u = Quw, U = Qw, (2.8)

fiir alle [ € Ny. Ist beispielsweise u die Losung einer stochstischen Differentialgleichung, so
entspricht die Zufallsvariable w der Brownschen Bewegung und die Approximationen wu;
gehen aus einem Verfahren hervor, das auf den Inkrementen der Brownschen Bewegung
basiert.

Im folgenden sei L € N. Um eine Ndherung fiir E[F(u)] zu erhalten, konnen wir eine
Approximation von E[F(ur)] berechnen. Dieser Erwartungswert kann zerlegt werden in

L

E[F(ur)] = E[F(uo)] + ) E[F(u) = F(u-1)] (2.9)
=1

Dabei sind die u; und w;—1 in den Differenzen F'(u;) — F(u;—1) iiber w gekoppelt, denn
sie sind Komponenten der Zufallsvariable

(ug, w—1) = (Qrw, pqw) : Q@ — B x B.
Im folgenden seien Ny, ..., N, € N und
wl(j)

seien fiir j =1,..., Ny und [ = 0, ..., L unabhingige Kopien von w.

Wir verwenden w(()l),...,w((]No) zur Approximation von E[F(ug)] durch die klassische

Monte-Carlo Methode
YO = N;* Z F ‘POU)O

Ebenso verwenden wir fiir [ = 1, ..., L die Zufallsvariablen wl(l), wl(Nl) zur Approxima-

tion von E[F(u;) — F(u;—1)] durch die klassische Monte-Carlo Methode

Y 12 < sﬁzwl F(sﬁz—lwl(j))) .

11



Zusammengesetzt erhalten wir die Multi-level Monte-Carlo Methode

L
Yur=>» Y (2.10)
=0
zur Approximation von E[F(u)].
Aufgrund der Konstruktion sind
%7 wYL

unabhingig und es gilt
und

firl=1,...,L.

2.2.2 Fehler und Kosten

Nun soll der Fehler der Multi-level Methode betrachtet werden. Bezeichnen wir die Va-
rianz von F'(up) mit Vp und die Varianz von F(u;) — F(w;—1) fir [ = 1,..., L mit V}, so
gilt aufgrund der Unabhingigkeit der Y; fiir die Varianz von Yy,

L
V[Yr] = Z N7V
1=0

und fiir den Fehler gilt

1

e(Yarr) = (vWML] + (E[YML] — E[F(u)]>2> :

1
2

L
_ (Z NWi + (E[F(u) — F(u)])2> . (2.11)
=0

Die Kosten von Y; bezeichnen wir mit C(Y;). Die Gesamtkosten C(Yyr,) der Multi-level
Methode Yz, sind dann

L

C(Yarr) = ) C(V).
1=0

Die Kosten einer Zufallsvariable mit Werten in R? definieren wir, in Analogie zu den
Kosten einer Monte-Carlo Methode mit Werten in R, als die Anzahl der Aufrufe eines

12



idealen Zufallszahlengenerators, die benotigt werden, um eine Simulation einer Realisie-
rung zu berechnen.

Der folgende Satz beweist Schranken fiir den Fehler der Multi-level Methode in Abhén-
gigkeit der Kosten unter bestimmten Annahmen an die zugrunde liegenden Approxima-
tionen wu; von w. Er geht aus Theorem 1 in |7] hervor. Hier ist allerdings die Formuierung
gedndert.

Satz 2.2 Sei (u)en, eine Folge von Zufallsvariablen gemdfi (2.8) fiir die es positive
Konstanten o, B, ¢, v > 0 und ein M € N mit M > 2 gibt, so dass fiir alle | € N gilt

(i) |E[F(w) — F(u)]] <c (M)
(ii) VIF(w) — Fu_1)] < ¢ (MY ™7
(iii) C(F(uo)) < ¢ und C((F(w), F(u_1)) < ¢ (M),
Mit der Wahl
n—(1+8)/2 L 22
| (M)~ (gt =1
RMZ)_(HB)Q(ML)MJF(I_ﬁ)/ﬂ L 0<pB<1

firl=0,...,L gt fiir den Fehler und die Kosten der Multi-level Monte-Carlo Methoden
Yy =Yi;, mit L €N

N, =

_1
C(Yar) 2, B>1, a>3 v=
A ~ 1 .
e(Yuz) X § C(Varp) ™ 2 log (C(Varw)), B=1,a>1 7=0
_ 8]
C(Yayp) mwax(+r+2e-01+7) = g1 a>0, y>0.

Beweis: Wir betrachten zuerst den Fall 5 =1 und wihlen N; wie oben. Wegen
N < (MY (M) 1
und (iii) gilt fiir die Kosten der Multi-level Methode

L
C(YML) S CZN[ Ml

lZOL L
<o (S sn)
=0 =0
% L+1 1
:c<(ML) (L+D+—F7— >
<c <(ML)2°‘(L+ 1) + MLMA{ 1)
<2¢ (M) (L+1), (2.12)

13



denn a > 3. Wegen 1 < 2log M gilt
L+1< 2L <8 Llog M = dlog ((M*)*") < 4log (M*)*(L +1))
und da 0.E. ¢ > 3 gewihlt werden kann, folgt
(M5 L+ 1)h <4 (M5 (L + 1))_% log ((M5)*(L+1))
2 (MH)*(L+ 1)) * (log(20) +log ((H)*(L+ 1))

(
— 4(20)3 <2c (MEY*(L + 1)>_é log <2c (MEY*(L + 1))

mit (2.12), denn fiir z > y > e? gilt 2”3 logz < y_% logy und o.E. C’(YML) > 2. Fiir
den Fehler folgt mit (i) und (ii)

Als néchstes betrachten wir den Fall § > 1. Mit der entsprechenden Wahl von N; kénnen
die Kosten nach oben abgeschétzt werden durch

14



und fiir den Fehler gilt

< (M)
< C(Vap) 2

Fiir den Fall 0 < 8 < 1 kann mit der entsprechenden Wahl von N; analog gezeigt werden,
dass

C(YML) (ML)max(1+’y+2a—ﬁ71+’\/)

und

A

E(YML) j (ML)_(X j C(}/\/ML)_max(lﬁ»wﬁ»aZa—ﬁ,lﬁ»w) .

O
Fiir den Fall 8 = 1 kann die zur Fehlerschranke

e(Yare) = C(YVarr)? log (C(Ywrr))

gehorende Konvergenzordnung der Folge von Multi-level Methoden nicht explizit ausge-
rechnet werden. Zur besseren Veranschaulichung kann man allerdings folgern, dass es zu
jedem € > 0 ein Cj gibt, so dass

fiir alle C > Cy.

Bemerkung 2.1 Wir betrachten nun einen wichtigen Spezialfall. Oft ist das Funktional
F' Lipschitz-stetig und fiir eine Folge (u;)en, von Approximationen, die die Kosten-
schranke (iii) aus Satz 2.2 mit einem -y > 0 erfiillt, ist eine Abschitzung der Form

(Bl —wl?])* = (32)

mit einem § > 0 bekannt. Aufgrund der Lipschitz-Stetigkeit von F' gilt

1

|EF(w) = P)]| < Ble u—ull] e (B[Ju-ul*])* = (M)~
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[NIES

E[(F(w) - F(u))?])? + (E[(F(u_1) — F(u))?])

((
< <(E[(c |lug — u||)2])% + (E[(C llu—1 — U||)2])%)2

y

Die Bedingungen des Satzes 2.2 sind mit o = ¢ und 8 = 26 erfiillt.

2.3 Monte-Carlo Methoden am Beispiel stochastischer
Differentialgleichungen

Um von der Multi-level Methode und den bewiesenen Fehlerschranken eine bessere Vor-
stellung zu bekommen, schauen wir uns zunéchst ein Beispiel an.

Wir interessieren uns fiir Erwartungswerte gewisser Funktionale von Losungen stochasti-
scher Differentialgleichungen (Abkiirzung: SDE). In der Finanzmathematik zum Beispiel
dienen stochastische Differentialgleichungen zur Beschreibung von Aktienpreisprozessen
und die Funktionale entsprechen Auszahlungsfunktionen von Optionen oder anderen De-
rivaten. Der Einfachheit halber betrachten wir nur ein-dimensionale stochastische Pro-
zesse.

Es sei u = (u(t))o<t<r ein stochastischer Prozess mit Werten in R, der eine stochastische
Differentialgleichung der Form

du(t) = a(u(t),t) dt + b(u(t),t) dW(t), 0<t<T (2.13)
u(0) = up

mit Drift a : R x [0,7] — R, Diffusionskoeffizient b : R x [0,7] — R und Brownscher
Bewegung W auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) in folgendem Sinne 16st. Die
Anfangsbedingung ug sei dazu eine R-wertige Zufallsvariable auf (2, F, P), die unabhén-
gig von W ist.

Definition 2.3 FEine starke Losung einer stochastischen Differentialgleichung (2.13) ist
ein stochastischer Prozess u = (u(t))o<t<r mit stetigen Pfaden und

(i) u(t) ist messbar beziglich Fy = (o(uo, W(s),0 < s <t)VN), fir alle 0 <t <T, mit
N={NCQ:3G€a(uy,W(s),0<s<o0)mit NCG und P(G) =0},

(i1) u(0) = ug P-fast sicher,
(111) fOT la(u(s), s)| + b%(u(s), s)ds < oo P-fast sicher,

(iv) u(t) = u(0) + fot a(u(s),s)ds + fot b(u(s),s)dW fiir alle 0 <t < T, P-fast sicher.
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Des Weiteren sei ' : B — R Lipschitz-stetig, das heifit es gibt eine Konstante ¢ > 0, so
dass

|F(v) — F(w)| <c|lv—-w| Vv,we B. (2.14)

Fiir eine pfadunabhéngige Auszahlungsfunktion F'ist B = R und fiir eine pfadabhéngige
Auszahlungsfunktion ist B = C([0,T]). Im Folgenden betrachten wir den pfadunabhén-
gigen Fall.

Unser Ziel ist es, einen Naherungswert fiir den Erwartungswert von F(u(T)) zu berech-
nen. Am einfachsten ist dies mit Hilfe des Eulerverfahrens und der klassischen Monte-
Carlo Methode zu erreichen.

2.3.1 Die klassische Euler-Monte-Carlo Methode

Fir das Eulerverfahren mit Schrittweite

T
h=—
n

betrachten wir die Zeitdiskretisierung 0 = t9 < ¢t; < ... <t, =T mit t; = ¢ - h und
setzen

u"(0) = u(0)
u(tivr) = u"(t:) + a(u”(t:), ti) h +b(u" (t:), ti) (W(tip1) — W(ti)) (2.15)

fiir i = 0,...,n — 1.

Wir verwenden N unabhingige Kopien u(™(T), ...,u™N)(T) der Euler-Approximation
u"(T') und erhalten die klassische Monte-Carlo Methode

N
Yue =Yyje = N1 Y F™)(T)

zur Approximation von E[F(u(T))].

Unter geeigneten Annahmen an Drift, Diffusionskoeffizient und die Funktion F' besitzt
das Eulerverfahren schwache Konvergenzordnung 1 und fiir den Fehler der Monte-Carlo
Methode gilt

2\ 2
(Vnm Blfirc] - BIF(D)))
= (NTWIE@ D)) + (BF@D) ~ Fu(T))?)?
<N— 3 +n-
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siehe beispielsweise [16].

Fiir die Kosten C'(F(u™)) gilt
C(F(u")) =n.

Damit sind die Voraussetzungen des Satzes 2.1 mit o = 1 erfiillt und die Folge (Yﬁ,g ")neN
von klassischen Monte-Carlo Methode mit
N, = n?* = n?

besitzt Konvergenzordnung %, das heifst es gilt

e(Varc) < C(¥are) 75 . (2.16)

Wir schauen uns nun an, inwiefern die Multi-level Methode eine Verbesserung der Kon-
vergenzordnung bewirkt.

2.3.2 Die Multi-level Euler-Monte-Carlo Methode

Es sei u die Losung der SDE (2.13). Dann ist u(7") eine Zufallsvariable mit Werten in
B = R. Die Zufallsvariable

w = (W(t))te[o,T}

besitzt Werte in B = C([0,T]). Es sei ¢ : B — B eine messbare Abbildung, die die
Losung der SDE zur Zeit T liefert, das heifst

u(T) = pw.

Wir fixieren nun M € N, M > 2. Fiir [ € N seien ¢; : B — B Abbildungen, die aus der
Brownschen Bewegung die Euler-Approximationen (2.15) zur Zeit 7" mit Schrittweite

T
h=an
liefern. Wir setzen

w(T) = pw.

Danit ist die Multi-level Monte-Carlo Methode
L

YL =Yy =) Y (2.17)

=0

fiir ein L € Nund Ny, ..., N, € N zur Approximation von E[F(u)] definiert wie in Kapitel
9221, d.h.

No )
Yo=Ng 'Y F(pouwy))
=1
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und

Nl . .
V=N (Flen?) — Flawf))
j=1

mit unabhingigen Kopien w(j), l=0,..,L, j=1,...,N; von w.

Zu beachten ist, dass (v, ¢;_1v) fiir ein v € B nur iiber die Inkremente

i i—1,\ !
'U(WT> —'U<WT>, 1= 1,...,M

von v abhingt. Deswegen gilt
C(F(ul),F(ul_l)) = Ml.

Bei der Simulation einer solchen Multi-level Methode ist zu beachten, dass eine Realisie-
rung der Differenz F' (golwl(] )) - F (gol_lwl(J )) auf Diskretisierungen zweier verschiedener
Schrittweiten beruht, die aber zum selben Brownschen Pfad gehoren. In der Praxis wer-
den zuerst die Inkremente der Brownschen Bewegung der feineren Zerlegung simuliert
und dann jeweils M dieser Inkremente aufsummiert. So erhélt man die Simulationen der
Inkremente der groberen Zerlegung.

Nun muss iiberpriift werden, ob die Bedingungen (i) und (ii) des Satzes 2.2 erfiillt sind.
Unter geeigneten Annahmen an Drift und Diffusionskoeffizient besitzt das Eulerverfah-
ren starke Konvergenzordnung % und schwache Konvergenzordnung 1, siehe [16]. Deshalb
folgt aufgrund der Lipschitz-Stetigkeit (2.14) von F' wie in Bemerkung 2.1

V[F(u(T)) — Flu—y(T)] < (MY~
und
E[F(u(T)) ~ Fu(T))] = (M) "

Die Bedingungen (i)-(iii) aus Satz 2.2 sind also mit « =1, § = 1 und v = 0 erfiillt. Fiir
den Fehler erhalten wir somit

e(Yarr) < C(YML)—% log (C'(Yarr))- (2.18)

Die Fehlerschranke der Folge (17]6[ 1) ren von Multi-level Methoden ist also in der Tat
besser als die der klassischen Monte-Carlo Methoden. Besonders fiir grofse Parameter,
also fiir grofe Kosten C', macht sich der Unterschied deutlich bemerkbar. Die Konvergenz-
ordnung verbessert sich demnach durch die Multi-level Methode fiir grofe C von % auf
fast % Die Fehlerabschétzungen der jeweiligen Methoden sind leider immer nur bis auf
Konstanten bekannt. Es muss auferdem beachtet werden, dass die Abschitzungen fiir
den Fehler nur obere Schranken sind. In Kapitel 5.1 werden die Ergebnisse experimentell

iberpriift.
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Bemerkung 2.2 Fiir pfadabhingige Funktionale F', also mit B = C([0,T), konnen die
Fehlerschranken fiir die klassische Monte-Carlo Methode als auch fiir die Multi-level Me-
thode analog wie fiir pfadunabhingige Funktionale hergeleitet werden. Fiir die klassische
Monte-Carlo Methode erhilt man auch hier Konvergenzordnung % und fiir die Multi-level
Methode fast Konvergenzordnung %
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3 Starke Approximation semilinearer
stochastischer partieller
Differentialgleichungen

Wir wollen uns in diesem Kapitel mit semilinearen stochastischen partiellen Differential-
gleichungen beschiftigen. Diese Klasse von Differentialgleichungen enthélt unter anderem
die stochastische Warmeleitungsgleichung und die stochastische Burgersgleichung, wel-
che beide in der Physik eine wichtige Rolle spielen. Bis auf sehr wenige Spezialfille sind
explizite Losungen dieser Gleichungen nicht bekannt.

Genauer betrachten wir stochastische partielle Differentialgleichungen (im Folgenden
auch SPDEs genannt) der Form

au(t,:p) = ;—;Mt,:p) + f(t,z,u(t,z)) + é%g(t,:n,u(t,:n))
+o(t, z, u(t, x))%W(t, x) (3.1)
mit Dirichlet Randbedingungen
u(t,0) =u(t,1) =0, te[0,T] (3.2)
und Anfangsbedingungen
u(0,z) = up(x), x € [0,1], (3.3)

wobei up € L*([0,1]) und £, g, und o Borel-messbare Funktionen von [0,7] x [0,1] x R
nach R sind. Ferner bezeichnet W ein Brownsches Blatt auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, F, P), welches im Folgenden definiert wird.

Definition 3.1 Eine Familic W = (W(t,x)) x)e0,1)x[0,1] heift Brownsches Blatt auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), falls

(i) W besitzt stetige Pfade,
(11) W ist ein Gauf$-Prozess mit
EW(t,z)]=0
und
EW(t,x)W (s, y)] = (t As)(x Ay)
fir alle s,t € [0,T], z,y € [0,1].
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Fiir ein Brownsches Blatt W ist (F;)o<t<7 mit
Fi=0{W(s,x):s€l0,t], ze€l0,1]}
die kanonische Filtration.
Man sagt auch, dass (3.1) eine stochastische partielle Differentialgleichung mit Raum-Zeit
Weiliem Rauschen ist, falls W ein Brownsches Blatt ist.
Lemma 3.1 Ist W ein Brownsches Blatt und
0<ty<..<tm<T, 0<20< . <ap <1,

fiir m,n € N, so sind die Inkremente

W (tiv1, zir1) = Wti, xig1) — Wtiga, o) + W(ti, 2k) (3.4)

firt=0,...,m—1, k=0,....,n—1 unabhdngig und normalverteilt mit Erwartungswert 0
und Varianz (ti11 — t;)(Tgs1 — k).

Beweis: Da W ein Gauf-Prozess ist, sind die Inkremente gemeinsam normalverteilt.
Aufgrund der Linearitdt des Erwartungswertes folgt, dass der Erwartungswert der Inkre-
mente gleich 0 ist. Fiir die Varianz erhilt man

VIW (tig1, xrg1) — W(tis Tpg1) — W(tipr, or) + W(ts, o))
=F [(W(ti+17$k+1) — Wi(ts, xpp1) — Wtipr, o) + W(tiaxk))z}
= (titt — ti)(Thg1 — Tp)

durch Ausmultiplizieren und unter Verwendung der speziellen Form der Kovarianzen.
Ebenso kann unter Verwendung der Form der Kovarianzen nachgewiesen werden, dass
die Inkremente unkorreliert sind. Da sie aufferdem gemeinsam normalverteilt sind, folgt
die Unabhéngigkeit der Inkremente. [

Es muss noch definiert werden, was unter einer Losung der SPDE (3.1)-(3.3) zu ver-
stehen ist.

Definition 3.2 Ein L*([0, 1])-wertiger stetiger (F;);e[0,1)-adaptierter stochastischer Pro-
zess u = {u(t,.) : t € [0,T]} heifft (schwache) Losung von (3.1)—(3.3), falls P-fast sicher

/01 u(t,x)p(z) de = /01 uo(x)p(x) do + /Ot /01 u(s,m)aa—;cp(a:) dr ds
+ e f(s,z,u(s,x))e(x) deds — e g(s,x,u(s,x))ggo(x) dz ds
5 L ax
+/0t /01 o(s,z,u(s,z))p(x) dW (s, x)

fiir alle t € [0,T] und ¢ € C?([0,1]) mit p(0) = p(1) = 0 gilt. Dabei muss das letzte
Integral auf der rechten Seite als Ito-Integral verstanden werden.

22



Unter geeigneten Annahmen an f, g, 0 und ug existiert eine schwache Losung u von (3.1)—
(3.3), die pfadweise eindeutig ist. Damit ist gemeint, dass fiir zwei schwache Losungen u
und v gilt

Plu(t,z) =v(t,z) Vz € [0,1]] =1 Vte[0,T].

Die Losung besitzt auferdem eine in [0,7] x [0, 1] stetige Modifikation, siehe ([9], Satz
2.1). Im Folgenden betrachten wir stets diese stetige Modifikation.

Wir betrachten auch die etwas kleinere Klasse von Differentialgleichungen (3.1)-(3.3),
fiir die ¢ = 0 ist. Diesen Typ von Differentialgleichungen nennt man auch quasi-lineare
parabolische SPDEs. Sie sind von der Form

0 0?

au(t,:n) 52 u(t x)+ f(t,z,u(t,x)) + a(t,x,u(t,x))mW(t,:n) (3.5)
u(t,0) = u(t,1) = te€0,T] (3.6)
u(0,z) = up(z), = €l0,1]. (3.7)

Hierbei seien f und o lokal beschrinkte Borel-Funktionen und ug sei nun nicht mehr nur
in L%(]0,1]), sondern sogar stetig und es gelte ug(0) = ug(1) = 0.

3.1 Differenzenverfahren

3.1.1 Quasi-lineare parabolische stochastische partielle
Differentialgleichungen

Wir betrachten nun ein Verfahren zur Losung quasi-linearer Differentialgleichungen, das
die Intervalle [0,7] und [0,1] diskretisiert. Wir beginnen mit der Diskretisierung der
rdumlichen Komponente .

Semidiskretisierung

Die stochastische partielle Differentialgleichung (3.5)-(3.7) kann durch ein System von
Differentialgleichungen approximiert werden. Dabei werden die Ableitungen von u und
W beziiglich « durch endliche Differenzen ersetzt. Wir erhalten somit eine Semidiskreti-
sierung

du”(t, zx) = n? (u"(t, 2py1) — 2u"(t, 2p) + 0" (¢, zp—1)) dt + f(E 2, u" (¢, 2x)) dt
+ Vot zg,u (¢ zg) d(Vr(W(E zrg) — Wt zy))), k=1,..,n—1

(3.8)
u"(t,0) =u"(t,1) =0, t € 0,7, (3.9)
u"(0, 1) = uo(zy), (3.10)
Tk :E, k}—O,l, y 1
n
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fiir n € N. Aus den Eigenschaften des Brownschen Blattes folgt, dass
W .= <\/E(W(,xk+1) - W(,l‘k))>
k=1,....n—1

eine (n — 1)-dimensionale Brownsche Bewegung ist. Die Semidiskretisierung fithrt somit
auf ein System von stochastischen gew6hnlichen Differentialgleichungen.

Fiir x € (%, %) definieren wir " (¢, z) durch lineare Interpolation, d.h.
u(t,x) = u"(t ) + (ne — k) (u™(t, xpg) — (8 ay)). (3.11)
Die folgenden Bedingungen seien fiir f und o erfiillt:

1
(L) |f(t,$,’f’) - f(tvyvp)| + |0'(t,$,7“) - O-(tvyvp)| < C(|$ - y|§ + |7" _p|)7
fiir alle t € [0, 7], z,y € [0,1], 7,p € R und eine Konstante C.

(LG) [f(t,z,r)[ + |o(t,z,r)] < C(1+|r]),
fiir alle t € [0,7], = € [0,1], » € R und eine Konstante C.

Unter den Bedingungen (L) und (LG) existiert eine schwache Losung von (3.5)—(3.7) auf
dem Zeitintervall [0, 7], die pfadweise eindeutig ist und fiir die lineare Interpolation der
Losung u™ = u™(t,z) von (3.8)—(3.10) gilt der folgende Satz, siehe ([10], Satz 3.1).

Satz 3.1 Es gelte (L) und (LG). Dann gibt es fir jedes 0 < 0 < 1/2, p > 1 und jedes
t € (0,T] eine Konstante K = K(d,p,t), so dass

sup E[ju"(t,z) — u(t,z)|*] < Kn~°. (3.12)
z€(0,1]

Auferdem konvergiert u"(t,x) fast sicher gegen u(t,x), gleichmdfig in t € [0,T] und
x € [0,1] fiir jedes T > 0. Ist ug € C3([0,1]), so gilt die Abschitzung (3.12) mit 6 = 1
fir alle T > 0 und mit derselben Konstante K fir alle t € [0,T] und alle n > 1.

Diskretisierung in Raum und Zeit

Wir wollen nun das Problem (3.5)—(3.7) auf dem Zeitintervall [0, 7] in Raum und Zeit
diskretisieren. Dazu wenden wir das explizite Eulerverfahren mit Schrittweite

h=Tm™",
m € N auf die Semidiskretisierung (3.8)—(3.10) an und erhalten das folgende Verfahren

ul (tiv1, ox) = u (t;, xp) + Tm™1n? (up, (ti, Tp1) — 2ups, (ti, o) + ulky (ti, 2p—1))
+ Tm_lf(ti, Tk, u%(ti, xk))
+ 00 (b, @, upy, (L, 2)) (W (b1, Tg1) = Wt 2pg1) — Wtigpn, o) + W(ti, 2x))

(3.13)
up (t:,0) = up (t;,1) =0, 1=0,1,...,m, (3.14)
up (0, xx) = up(zy), k=1,2,..,n-1, (3.15)
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Mit Hilfe der Operatoren A,, und U, definiert durch
(Anu(ti, )) (z) := n? (u(ti, Tpa1) — 2u(ty, zk) + u(t;, xk_l)),
(Onmu(ti, ) (@r) == ultizr, 2pg1) — wlts, xpg1) — (utivn, z) — u(ts, 2x)),

kann (3.13) geschrieben werden als

ul (tig1, ) = up (i, ) + T (Anulh (t,)) (@) + £t ze, ull (8, 21)) )
+ na(ti, T, U’Zz(th xk))Dan(ti, )(xk)

Wir setzen nun u;y, von dem Gitter {(t;,xx): i =0,...,m, k=0,...,n} auf D :=[0,T] x
[0,1] durch bilineare Interpolation fort. Dazu definieren wir fiir (¢t,z) € (t;,ti41) X
(xka xk-l—l)

U (£, @) = 1, (£, 2k) + 0w — @) (uny (8, @) — i, (8 Ta11)),
ul (t,r) = ul (b, o) + T — ) (Wl (tier, ox) — ully (ti, ). (3.16)

Diese Fortsetzung ul, ist auf D stetig.

Wir nehmen an, dass

(H) |f(t,$,’f’) - f(s)y)p” + |O'(t,$,’f’) - U(S’y)p” < C(|t - S|1/4 + |$ - y|1/2 + |T _p|)
fiir alle t,s € [0,T], x,y € [0,1], r,p € R und eine Konstante C

(R) Die Parameter n und m seien so, dass fiir ein festes ¢ < %, stets die Ungleichung

2
n
—T <q
m

erfiillt ist

Da (H) die Bedingungen (L) und (LG) aus Abschnitt 3.1.1 impliziert, existiert unter der
Bedingung (H) eine schwache Losung von (3.5)-(3.7), die pfadweise eindeutig ist. Nach
(|11], Satz 3.2) gilt der folgende Satz.

Satz 3.2 Es gelte (H) und (R). Dann sind folgende Aussagen erfillt.

(i) Fiir jedes 0 < 61 < %, 0<dy < %, p > 1 und jedes t € (0,T] gibt es eine Konstante
K := K(p,1,09,t), so dass

sup Ef|ull,(t,z) — u(t,z)|*] < K(m_‘slp + n_ézp), (3.17)
z€0,1]

fir allen > 1, m > 1.
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(i1) Seien n = ng, m = my, Folgen in N, so dass ny, > k7, my > k" fir alle k > 1 und
ein v > 0. Dann gilt fast sicher

sup sup |uyk (t,x) —u(t,x)| — 0, k — oo. (3.18)
te[0,T] z€[0,1]

(iii) Ist auferdem ug € C3([0,1]), so gilt (3.17) mit 61 = & und 0 = 1 fiir alle n >
1, m > 1 fir alle t € [0,T] mit einer Konstanten K = K(p) unabhdngig von t.

Anstelle des expliziten Eulerverfahrens kdnnen wir auch das implizite Eulerverfahren ver-
wenden. Vorteil des impliziten Eulerverfahrens ist, dass die Aussagen des Satzes 3.2 mit
diesem Verfahren auch ohne die Bedingung (R) gelten.

Das implizite Eulerverfahren mit Schrittweite h = T'm ™! angewandt auf die Semidis-
kretisierung (3.8)—(3.10) lautet wie folgt

u™ (tir, 2x) = W (g, an) + TmT (Apug, (tien, ) (@) + T (b, o, up, (t, 7))

+ no(ts, vx, up (ti, k) Drnm W (&5, ) (2k) (3.19)
Wt 0) = (1) =0, i=0,1,...,m, (3.20)
u™™(0, z1) = uo(xg), k=1,2,...,n—1. (3.21)

Der Operator (I — Tm™'A,) kann als tridiagonale (n — 1) x (n — 1)-Matrix aufgefasst
werden. Da diese Tridiagonalmatrix auflerdem diagonaldominant ist, ist sie invertierbar
und wir erhalten mit der Notation R := R™ := (I — Tm~'A,)~! schlieflich

w" (tig1, xp) = (Ru”m(ti, ))($k) + Tm_l(Rf(ti, S u™ (t, )))($k)
+ ’I’L(RO‘(ti, . unm(ti’ .))Dan(ti, )) (:Ek)

In Kapitel 2 wurden die Kosten einer Monte-Carlo Methode als die Anzahl der Aufrufe
des Zufallszahlengenerators definiert. Fiir das Differenzenverfahren, das auf dem expli-
zitem Fulerverfahren basiert, ist dies angemessen, da fiir alle n und m die Anzahl der
durchzufiihrenden Rechenschritte zur Berechnung von wu;}, bis auf eine Konstante kleiner
gleich der Anzahl der bendtigten Zufallszahlen sind. In diesem Fall sind die Kosten von
F(ul) fir ein Funktional F' gleich nm. Fiir das implizite Verfahren triff das allerdings
nicht mehr zu. Durch die Anwendung des Operators R auf eine Funktion entstehen zu-
sdtzliche Kosten, da dies einer Matrix-Vektor Multiplikation entspricht. Die Matrix hat
die Grofe (n—1) x (n—1) und ist im Allgemeinen vollbesetzt. Die Kosten zur Simulation
eines Pfades mit Hilfe des impliziten Eulerverfahrens miissen deswegen bei entsprechen-
der Implementierung zu mn(1 + cn) mit einer Konstanten c¢ korrigiert werden. Hieran
sieht man, dass die Definition der Kosten iiber die Aufrufe des Zufallszahlen-Generators
ein sehr vereinfachtes Modell ist. Fiir unsere Zwecke reicht dies aber trotzdem aus. Ein
genaueres Modell fiir die Kosten wird zum Beispiel in [2] vorgestellt.

Satz 3.3 Es gelte (H). Dann sind fir «™™ aus (3.19)-(3.21) die Aussagen (i)-(iii) aus
Satz 3.2 erfillt.

Der Beweis dieses Satzes ist in ([11], Satz 3.1) zu finden.
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Starke Konvergenzordnung

Die pfadweise Approximation u, basiert auf einem Gitter mit (n + 1) - (m + 1) Knoten
und verwendet n-m Aufrufe des Zufallszahlengenerators fiir normalverteilte Zufallszahlen.
Die Wahl der Parameter n und m erfolgt durch Minimierung der oberen Schranke (3.17)
unter der Nebenbedingung

C=n-m.

Es geniigt den Fall p = 1 zu betrachten. Die oberen Schranke wird minimal mit der Wahl

b2
m=mg, X n.

Daraus folgt

3 1431
C =nm, = plTe = my 2
bzw.
4 %
n =< Coatiz, my, < C'otoz,
Durch Einsetzen in (3.17) erhélt man
o7y L __ 6169
sup (E[\u”mn(t,a:) —u(t,z)| ])2 = C 2@1+5)

z€0,1]

fiir alle t € (0,7]. Zu bemerken ist hier, dass die Konstante in der asymptotischen Un-

gleichung von ¢ abhéngt. Da die Ungleichung (3.17) fiir alle 6; < % und Jy < % gilt, liegt
010
201 +62)

beliebig nah an %

Ist ug € C3([0,1]), so gilt die Ungleichung (3.17) mit & = & und & = 1, d.h.

=

sup sup (El[|up, (t,z) — u(t,:n)|2])% <C
t€[0,T] z€[0,1]

In Analogie zu Definition 2.2 sagen wir deshalb, dass die Folge (uj), )nen von Approxi-
mationen Konvergenzordnung % besitzt.

Beriicksichtigt man, dass n in die Kosten fiir das Verfahren mit implizitem Eulerver-
fahren quadratisch eingeht, so erhélt man analog mit 6; = % und 6o =1

510

__ %18y _1
j C 2(261+62) — C 8

N

sup (E[[u"™" (t,z) — u(t,z)[*])
z€[0,1]

nMmn )

und wir sagen, dass die Folge (u neN von Approximationen Konvergenzordnung %

besitzt.
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3.1.2 Die Stochastische Burgers-Gleichung

Setzen wir in der semilinearen Differentialgleichung (3.1)-(3.3)
g(t,x,u(t,z)) = %u2(t,x)
und
o(t,z,u(t,x)) =1,

so erhalten wir die stochastische Burgers-Gleichung. Diese Gleichung kann als Modell fiir
eindimensionale Stromungen in inkompressiblen newtonschen Fliissigkeiten oder Gasen
(z.B. Wasser, Ole) gesehen werden. Die Losung u beschreibt die Stromungsgeschwindig-
keit. Die Burgers-Gleichung ist der eindimensionale Fall der Navier-Stokes-Gleichung.
Die physikalischen Hintergriinde der Navier-Stokes-Gleichung bzw. Burgers-Gleichung,
zundchst ohne Weifes Rauschen, kénnen in Biichern iiber Fluid- und Thermodynamik
nachgelesen werden, z.B. [20], [12], [15]. Die stochastische Burgers-Gleichung lautet

2u(t x) = a—2u(t x) + f(t,x,u(t,z)) +u(t x)gu(t x) + i W(t,x) (3.22)

ot 7 ozx2 7 N ox Y otox T ’
u(t,0) = u(t,1) =0, (3.23)
u(0,2) = ug(z), (3.24)

fir t € [0,7], x € [0,1]. Ist f Lipschitz-stetig und ug € C([0, 1]) fast sicher, so existiert
eine (pfadweise) eindeutige Losung u, die eine stetige Modifikation besitzt, siehe (][9],
Satz 2.1).

Semidiskretisierung

Auch fiir die stochastische Burgers-Gleichung betrachten wir eine Diskretisierung der
rédumlichen Variable x, wobei wieder die Ableitungen durch endliche Differenzen ersetzt

werden.
du"(t,2x) = ((Anu(t, ) (zr) + f( zp, u" (t 2r)) + (Onu” (¢, ) (x)) dt
+nd(W(t,zpr1) — W(t, zx)), k=1,..,n—-1 (3.25)
u"(t,xo) = u"(t, zpn) =0, t€0,T], (3.26)
T = %, k=0,..,n

fiir n € N und mit dem Operator ©,, definiert durch

(t, wpq1) + ult, zp) +ult, xp—1) ult, xpg1) — ult, zp-1)
3 2/n

((u(t,$k+1))2 + u(t, w1 )ult, zr) — ult, zp)u(t, op—1) — (u(t, v5-1))?) -

(Onult,.)) (zg) = - (3.28)

n
6
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Der erste Faktor in (3.28) ist eine Naherung fiir u(t, z) und der zweite Faktor fiir a%u(t, x)
jeweils an der Stelle x = xy. Zusammen erhélt man eine Ndherung fiir den vorletzten
Summanden u(t, x)a—iu(t, x) auf der rechten Seite der Burgers-Gleichung.

Wir setzen u” von dem Gitter auf das ganze Intervall [0, 1] stiickweise konstant fort,
indem wir

u"(t,x) == u"(t, —), x €[0,1], t €[0,T)
setzen. Mit dieser Fortsetzung gilt nach ([1], Satz 2.2) der folgende Satz.

Satz 3.4 Sei f Lipschitz-stetig und uy € C([0,1]) fast sicher. Dann konvergiert u™(t,.)
fast sicher in L*([0,1]) gegen die Lésung u(t,.) von (3.22)-(3.24), gleichmdfig int € [0, T
fiir jedes T > 0. Gilt ug € C3([0,1]), so gibt es fiir alle § < 1 und alle T > 0 eine endliche
Zufallsvariable (5, so dass

1
sup / lu"(t, ) — u(t,z)|* doz < (n~° P—f.s. (3.29)
tef0,7] /o

fiir alle n > 2.

Vermutungen iiber Diskretisierung in Zeit und Raum der Burgers-Gleichung

Um ein numerisches Verfahren zur Losung der Burgers-Gleichung zu erhalten, konnen
wir auch auf die Semidiskretisierung (3.25)-(3.27) das Eulerverfahren anwenden. Das
Diskretisierungsverfahren in Raum und Zeit ist dann

U (i1, Tk) = up, (tis )
+Tm = ((Apup, (ti; ) (@r) + f (i zp, up, (t, 7)) + (Onug, (ti, ) (21))
+n 0O, W(t;, ) (xx)
up (t:,0) = up (t;,1) =0, i=0,1,...,m,

um (0, 2x) = up(xg), k=1,2,...,n—1,
mit

i k
ti = —T, T = —.
m n

Durch bilineare Interpolation wie in (3.16) erhdlt man auch hier eine Fortsetzung auf
ganz D = [0,T] x [0,1]. Konvergenzraten wie in Satz 3.2 sind dafiir allerdings nicht
bekannt. Da fiir den Fall uy € C3([0,1]) die Ergebnisse fiir die Semidiskretisierung der
Burgers-Gleichung dhnlich sind, wie die der Semidiskretisierung der quasi-linearen para-
bolischen SPDEs, arbeiten wir unter der Hypothese, dass die Konvergenzordnungen fiir
eine Diskretisierung in Raum und Zeit auch &hnlich sind.
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3.2 Spektral-Galerkin Verfahren

Im folgenden betrachten wir rdumlich mehrdimensionale semilineare stochastische parti-
elle Differentialgleichungen. Genauer haben wir nun = € [0,1]¢ statt = € [0,1] und den

Laplace-Operator A anstelle von 88—;. Ebenfalls seien hier Dirichlet-Randbedingungen
erfiillt. Fiir

g=0

spricht man dann auch von einer stochastischen Warmeleitungsgleichung. Die Warme-
leitungsgleichung ist ein Modell fiir die Temperaturverteilung eines Kérpers durch War-
meleitung oder die Ausbreitung eines geldsten Stoffes durch Diffusion.
Hier betrachten wir nur den Spezialfall

du(t) = Au(t)dt + dW ()

u(0) = ¢ (3.30)
auf dem Hilbertraum H = L2((0,1)?) mit deterministischem ¢ € H und Dirichlet-
Randbedinungen. Dabei sei W eine (zylindrische) Brownsche Bewegung mit Kovarianz-

Operator @. Die Gleichung (3.30) ist eine stochastische Wiérmeleitungsgleichung mit
additiven Rauschen und sie entspricht fiir d = 1 der Wahl von

f=g=0, c=1

in (3.1).

Wir wollen sowohl die Wérmeleitungsgleichung mit Raum-Zeit Weiflem Rauschen fiir
d = 1 als auch mit nuklearem Rauschen fiir d € N betrachten, d.h. der Kovarianz-
Operator Q : H — H ist entweder die Identitéit fiir das Raum-Zeit Weie Rauschen oder
ein Spurklasse-Operator fiir nukleares Rauschen, siehe dazu [13]| und [4].

Definition 3.3 Sei (H,(.,.)) ein separabler Hilbertraum. Ein symmetrischer nicht-
negativer Operator Q : H — H heiffit Spurklasse-Operator, falls die Rethe

> (Qensen)

neN
fir eine Orthonormalbasis (e, )nen von H konvergiert.

Die normierten Eigenfunktionen

d
pi(x) =292 [[sin(imar), i = (i1, ..., iq) € N’ (3.31)
=1

des Laplace-Operators bilden eine Orthonormalbasis von H = L2([0, 1]).
Fiir i € N? definieren wir
lilo == /i3 + ... + i3
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Wir nehmen im folgenden an, dass die ¢; Eigenfunktionen des Operators ) sind mit
Eigenwerten

i =il 7,

fiir i = (i1, ...,iq) € N% mit v > d im Falle eines Spurklasse-Operators und v = 0 im Falle
der Identitidt. Es werden unabhingige skalare Brownsche Bewegungen definiert durch

Bilt) = AP (W (8), @)
im Falle nuklearen Rauschens, bzw. durch
Bi(t) = W (t, ¢i)

im Falle Raum-Zeit Weifen Rauschens. Nachgelesen werden kann dies in [4].

3.2.1 Starke Approximation mit impliziten Eulerverfahren

Wir wollen nun ein Verfahren zur starken Approximation der Losung der Warmelei-
tungsgleichung (3.30) betrachten, welches auf |17] und [18] zuriickgeht. Im folgenden
bezeichnet

i =7 i3

den Eigenwert des Laplace-Operators A zur Eigenfunktion ;.
Die Funktion G, gegeben durch

G(t7$ay) = Z E_Mt(‘pi(gj)(pi(y)’ T,y € [07 1]d (332)
ieNd

wird als Warmeleitungskern fiir Dirichlet Randbedingungen bezeichnet. Diese Reihe kon-
vergiert fiir alle z,y € [0,1] und ¢ € (0,7, denn

—m? |i|3t d -2t B+ d : —72t i
S e g @e) <20 30 ()T T =t T[S0 ()

ieNd ieNd =1 \¢yeN
d 7
<271 S (e—fzt) " < oo, (3.33)
=1 \ieN

wobei die letzte Reihe konvergiert, weil sie eine geometrische Reihe ist und \e‘”ztl <1
fiir t € (0,7]. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass G(t, .,y) fiir alle y € [0, 1] die
Wirmeleitungsgleichung

du(t) = Au(t)dt (3.34)

mit Dirichlet Randbedingungen 16st. Man bezeichnet G auch als Fundamentalldsung der
Wairmeleitungsgleichung. Mit ihr ist es moglich Losungen von Warmeleitungsgleichungen,
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die aukerdem noch zusétzliche Terme enthalten, in einer Integralform darzustellen. Ist
ein stochastischer Prozess u definiert durch

t 1
u(t) = u(t, ) = /0 /0 Gt — s, y)dIW (s, y), (3.35)

so 16st er die stochastische Warmeleitungsgleichung (3.30). Dieser stochastische Prozess
u kann nun entwickelt werden in

u(t) = > Yi(t) @i (3.36)

ieNd

wobei die reell-wertigen stochastischen Prozesse Y; unabhingige Ornstein-Uhlenbeck Pro-
zesse sind. Sie erfiillen

V() = — wYi(H)dt + A2dgi(t)
Yi(0) = (& »i) - (3.37)

Zur Approximation der Y; soll ein implizites Eulerverfahren verwendet werden, allerdings
muss die Diskretisierung des Intervalls [0, 7'] nicht unbedingt dquidistant sein. Fiir n € N
definieren wir zuerst

7= {z e N¢: il < né} (3.38)
und

[N/ )3 nOF2D/GD] - if oy < 3d — 2
vi =S [(Ai/pa) P n/Inn], if v =3d—2
[(Ai/pa)' 2 n], if v > 3d—2.

Die Knoten ¢;; in [0,7] zur Approximation von Y; werden definiert durch

/Otl’i exp <—%(T— t)) dt = Vii/oTexp (—%(T - t)) dt,

fir I = 0,...,;. Dies sind 1/v;-Quantile beziiglich einer fixierten Wahrscheinlichkeits-
dichte. Explizit erhilt man

3 l i l
tl,i = E].Il <;Z +eXp <—§T> <1 — Z)) +T

Die Approximation Y;(T) von Y;(T) wird nun, mit Hilfe des Drift-impliziten Eulerver-
fahren, definiert durch

Vi(t1) = Yiltio14) — paVi(tea) (trs — tieri) + A2 (Bilts) — Bi(tiz1,)), (3.39)
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flir I =1, ..., v;. Schlieflich definieren wir

u™(T) == > Yi(T) @i (3.40)

als Approximation von u(T).

Der Fehler der pfadweisen Approximation u™(7T) ist definiert als

N

e(u(T)) = (B |lu"(T) = u(T)|}) " (3.41)

Man kann leicht zeigen, dass

Z%’ =n,

i€l

und damit gilt fiir die Kosten C' von F'(u™(T")) fiir ein Funktional F

C <n.

In [18] wird der folgende Satz bewiesen.
Satz 3.5 Ist | (&, hi) | < iy !, so gilt

(i)

(i)

e(u™(T)) = n"2, (3.42)
falls d =1 und der Kovarianz-Operator Q) die Identitdt ist

n=(=d+2)/Q2d) " fn < 3d —2
e(u™(T)) =< < n~(Inn)3/2, if vy =3d—2 (3.43)
n~t, if v > 3d—2

falls d € N und der Kovarianz-Operator @ ein Spurklasse-Operator ist, dessen
Eigenfunktionen durch

d
oi(z) = 29/? H sin(iyma;)
=1

und Eigenwerte durch
Ai = lily”

fiir i = (iq,...,iq) € N¢ gegeben sind.

In [18] wird auferdem gezeigt, dass die Konvergenzordnungen in (3.42) und (3.43) die
bestmoglichen Konvergenzordnungen sind, die mit einem beliebigen Verfahren u™(T)
zur pfadweisen Approximation der Losung der Wirmeleitungsgleichung, dessen Kosten
kleiner gleich n sind, erreicht werden kénnen.
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4 Schwache Approximation semilinearer
stochastischer partieller
Differentialgleichungen

Wir wollen uns nun mit der schwachen Approximation von Lésungen semilinearer sto-
chastischer partieller Differentialgleichungen beschéftigen. Dabei sollen die im vorheri-
gen Kapitel beschiebenen Verfahren als Grundlage dienen. Da wir nun Erwartungswerte
approximieren wollen, verwenden wir Monte-Carlo Methoden. In diesem Kapitel soll un-
tersucht werden, ob die Multi-level Monte-Carlo Methode mit dem Differenzenverfahren
und dem Spektral-Galerkin-Verfahren fiir stochastische partielle Differentialgleichungen
als Grundlage eine Verbesserung im Vergleich zur klassischen Monte-Carlo Methode ist.
Wie diese Verfahren zur schwachen Approximation genau aussehen wird im Folgenden
beschrieben.

4.1 Differenzenverfahren

Wir betrachten zunéchst allgemein eine Approximation u;}, der Losung u einer Gleichung
der Form (3.1)—(3.3), wobei n und m die Diskretisierungsparameter in Raum bzw. Zeit
sind. Die Kosten zur Berechnung von F(u]},), fiir ein Funktional F', seien O(nm). Ein
Beispiel dafiir ist die Approximation in (3.13)—(3.15).

Unser Ziel ist es, den Erwartungswert von F(u) zu approximieren. Das Funktional
F : B — R kann pfadunabhéngig mit B = C([0,1]) oder es kann pfadabhingig mit
B = C([0,T] x [0,1]) sein. Wir betrachten hier den pfadabhingigen Fall. Fiir pfadun-
abhéngige Funktionale sind die Resultate der folgenden Abschnitte allerdings auch giiltig.

In diesem Kapitel bezeichnen wir Konstanten, die unabhéngig von den Diskretisierungs-
parametern und der Anzahl der Monte-Carlo Kopien sind, mit c¢. Diese Konstanten kén-
nen trotz der einheitlichen Bezeichnung unterschiedliche Werte besitzen.

4.1.1 Klassische Monte-Carlo Methode

Zuerst schauen wir uns die schwache Approximation mit Hilfe der klassischen Monte-

Carlo Methode an. Fiir n,m € N betrachten wir N unabhéngige Kopien u,(g’l), e u%’N)
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der Approximation wu)., und erhalten die klassische Monte-Carlo Methode
N .
YMC = Y]\Z;gLN = N_l ZF(U%’]))
j=1

zur Approximation von E[F(u)]. Fiir den Fehler von Yys¢ gilt

e(Vare) = (N'VIF () + (EF () - P(u))* (4.1
und fiir die Kosten von YMC gilt

C(Yye) < e Nmn. (4.2)

4.1.2 Multi-level Monte-Carlo Methode

Anstelle der klassischen Monte-Carlo Methode, soll nun die Multi-level Methode zur
Approximation von E[F(u)] verwendet werden. Dazu definieren wir

w= (W(tvx))(t,x)e[o,T}x[o,lr

wobei W das Brownsche Blatt aus der SPDE (3.1) ist. Die Zufallsvariable w besitzt
Werte in

B = c(0,7] x [0, 1))
Es sei ¢ : B — B eine messbare Abbildung, die die Lésung u der SPDE liefert, genauer
u = pw.

Wir fixieren nun My, My € N, My, My > 2 und ng, mg € N. Fiir [ € N seien ¢; : B — B
Abbildungen, die aus w die Approximationen wuy! aus dem Differenzenverfahren mit
Parametern

l
n; = Mlno,
m; = Mémo
liefern. Wir setzen
Uy = uM [ € Np.

mp?

Fiir ein L € N und Ny, ..., N, € N ist die Multi-level Monte-Carlo Methode definiert
durch

L
YL = Z Y
1=0
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}A/O_ 1ZF(,00U)0 7

12( orw) — F (g1 1w§”)), l=1,..L,

und mit unabhéngigen Kopien
w?, j=1,.,N,1=0,..,L
von w.

Fiir den Fehler der Multi-level Methode Yz gilt aufgrund der Unabhéngigkeit der Zu-
fallsvariablen Yo, - Y,

e(Varr) = <V[YML] + <E[YML] . E[F(u)])2> i

L 3
— (Z N7V + (E[F(ur) — F(u)])2> (4.3)
=0
mit V; = V[F(w) — F(w-1)].

Wir bezeichnen die Kosten von Y; mit C(Y;). Dann gilt fiir die Kosten C(Yysr) der
Multi-level Methode Ysr,

L
C(Yur)=>_ CYV) <ed Nymyn. (4.4)

4.1.3 Konvergenzordnungen im Falle quasi-linearer parabolischer
stochastischer Differentialgleichungen

Es sei nun u die Losung einer quasi-linearen parabolischen SPDE (3.5)—(3.7) mit
ug € C3([0,1]).

Wir betrachten das Differenzenverfahren aus (3.13)—(3.15) und die bilineare Interpolation
uy, aus (3.16) und untersuchen den Fehler der klassischen Monte-Carlo Methode und der
Multi-level Methode genauer.

Die Bedingungen (H) und (R) aus Abschnitt 3.1.1 seien erfiillt und fiir das Funktional
F:C([0,7] x [0,1]) — R gelte:

(I) Fiir alle v,w € C([0,T] x [0,1]) gilt
|F(v) = F(w)] < ([[vll2 + wlly) o —wll, -
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Naheliegend wiére hier, anstelle von Voraussetzung (I), globale Lipschitz-Stetigkeit zu
fordern. Da das in den Experimenten in Kapitel 5 verwendete Funktional

Flv) = J£1Jg1v2tmt)dxch

nicht global Lipschitz-stetig ist, wird hier die schwichere Voraussetzung (I), die von dem
Funktional F' erfiillt ist, verwendet. Aus (I) folgt aukerdem fiir alle v € C'([0, 7] x [0, 1])

[F()] < e+ lvl3)

mit einer Konstanten ¢, das heifst F' ist hdchstens von quadratischem Wachstum.

Bevor wir mit der Abschitzung der Varianz und des Bias der Monte-Carlo Methoden
beginnen, bendtigen wir noch einige Vorbereitungen. Nach Proposition 3.5 aus [11] gibt
es fiir jedes p > 1 eine Konstante ¢, so dass

1
sup sup (E[jul(t,z)*])> <ec (4.5)
t€[0,T] z€[0,1]

fiir alle n > 1, m > 1, die (R) erfiillen. Daraus folgt

E[|lup3P] < c E[lluml32]

_c// [l (¢, 2)|*P] da dt

< ¢T sup sup E[|ul(t, Ok "]
t€[0,T] z€[0,1]

<ec. (4.6)
Es folgt aus Satz 3.2 (iii)
2 2
Elup, = ully”] < ¢ B[ |lup, — ull3, ]

<9// [l (8, 2) — ult, 2)?]da dt

<eT sup sup E[|ul(t,z) —u(t,z)|*]
te[0,T] z€[0,1]

<c (m_51p + n_‘;?p), (4.7)

mit

und einer Konstanten ¢, die unabhéngig ist von m und n. Aus (4.6) und (4.7) folgt aufser-
dem unter Verwendung der Binomischen Formel und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

E[lul3?] = E[llu—ut, +u ]3]
E[([lu— |y + lulslly) ]

<
<ec
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Die klassische Monte-Carlo Methode

Wir beginnen mit der oberen Schranke des Bias. Wegen (4.7), Eigenschaft (I) des Funk-

tionals F' und unter Verwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt
n 2 n 2
(E[F(u)] = E[F(u)])” = (E[F(up,) — F(u)])

< (B

[l + llully) [[urt — ully])
< B[([ulslly + ully)? B[ ul — ul]2]
( —01 n_52) (4.8)

| /\

fir allen > 1, m > 1, denn

E{([luply + lully)?]

[l 13+ 2l Iy llully + flull3]

E
( [zl +2 (2 [Humé]E[uuu%]f+E[Huu§])

IN

IA

mit einer Konstanten ¢, die unabhéngig von m und n ist.

Die Varianz von F(u]},) kann nach oben abgeschitzt werden, denn aus (4.6) und da
F hochstens von quadratischem Wachstums ist folgt

VIFuR)] < E[(F(u))?
< B[ 1+ [[ul]3)?]
< @ B[+ 2Ju | + [lu |3]
<ec (4.9)

fiir alle n,m > 1.

Aus (4.1), (4.8) und (4.9) folgt fiir den Fehler der klassischen Monte-Carlo Methode

(u)] ~ EIF(w)])*)*
7). (4.10)

e(Vare) = (N'VIF(u)] + (B
C(N_% +m” 3 +n”

[F

Damit die Parameter optimal in Bezug auf die obere Schranke sind, wiahlen wir N = N,
und m = m,,, so dass

5 6_2
N, =< n, My, X NOL.
Dann folgt nach (4.2) fiir die Kosten
5 a 141
N 1485422 1461+ 1++=—+
C(Yye) <n tots — o, %2 N, U %2
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und man erhélt fiir den Fehler

-~ 1
e(Vare) = C(Vare) **Fortar), (4.11)
Da ug € C3([0,1]), ist 61 = 3 und 65 = 1 und es folgt

—_

e(Yare) = C(Yae)™ 8 . (4.12)

Die Folge (Yﬁgk nlny e von klassischen Monte-Carlo Methoden besitzt somit Konver-
genzordnung . Wir hoffen diese Konvergenzordnung mit Hilfe der Multi-level Methode
zu Verbessern

Die Multi-level Monte-Carlo Methode

Fiir die Multi-level Methode kénnen die Varianzen V; wie folgt abgeschétzt werden. Aus
(4.7) mit p = 2, Eigenschaft (I) des Funktionals und unter Verwendung der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung folgt

Vi = V[F(u) — F(u;_1)]
SE[(F() Flu)+ F(u) = F(u-1)’]
(BIF ) — F@))) " + (B[P () — F@)?) )’
2
(B0l + Bl = wlB]) "+ (BTl + Dl b — i) )

(B Ll + ull) )2 o~ wl])

IN
/\/\/‘\

+ (B[Ulually + el B[ s - “”3})1/4>2
- (((m 5 n_252)>1/4 n ((mz__2151 + nl__2152)>1/4>2

<c (m™4nr®), (4.13)

wobel wieder 1 = % und 09 = 1.

Wie fiir die klassische Monte-Carlo Methode gilt auch hier fiir das Quadrat des Bias
(BP(us)] - E[F@)])” < ¢ (mp® +n;) (4.14)
Aus (4.1), (4.13) und (4.14) folgt fiir den Fehler

e(Yarr) < (ZL: N <ml_61 + "l_ég> ™ (mzél + nz62)>
1

L 1 1 2
= (Z N <ml 2 —I—nl_1> + <mL2 —I—nzl>> (4.15)
=0
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und fiir die Kosten gilt

L
C(Yyr) = Z Nymyny. (4.16)
=0
Wir setzen
ny
up = uml
mit

1
n=vVM, my = 4M!

fiir I € Ny und einer natiirlichen Zahl v M > 2. Mit diesen Parametern ist (R) erfiillt
und die Voraussetzungen des Satzes 2.2 sind mit

1

0o 1
___17 6_51_57 Y=

1
2 2
erfilllt, vgl. (4.15) und (4.16). Fiir die Folge von Multi-level Monte-Carlo Methoden
Yyur = Y]@ ;, mit L € N gilt demnach

a

. . a . _a . _1
e(Yur) 2 C(Yyyp) matiF2a=6159 = C(Yyr) 3 =C(YyL) 6 .

Wie in (4.12) gezeigt wurde, gilt fiir die Folge von klassische Monte-Carlo Methoden nur

1
R S v o s .
e(Yame) 2 C(Yuce) e tay) — C(Yuc)

|~

Durch die Multi-level Methode erhalten wir also eine Verbesserung der Konvergenzord-
nung von % auf %.

Bemerkung 4.1 Die soeben gezeigten Konvergenzordnungen % fiir die klassische Monte-
Carlo Methode und £ fiir die Multi-level Methode sind auch giiltig, falls ug € C3([0,1])
und das Funktional F' : B — R pfadunabhéngig ist, d.h. B = C([0, 1]). Die Voraussetzung
an das Funktional lautet dann:

(I) Fiir alle v,w € C([0,1]) gilt

|F(v) = F(w)] < ([vll2 + [[wlly) o = wll,-

Die Konvergenzordnungen koénnen analog wie im pfadabhingigen Fall gezeigt werden.

40



Bemerkung 4.2 Gilt fiir die Anfangsbedingung der SPDE nur ug € C([0, 1]), so kénnen
im pfadunabhéngigen Fall die Konvergenzordnungen

1
21+ 5+ +3)
fiir die klassischen Monte-Carlo Methoden und
o
3

fiir die Multi-level Monte-Carlo Methoden fiir jedes §; < % und dy < % analog gezeigt
werden.

4.1.4 Konvergenzordnungen im Vergleich

Mit den soeben gezeigten Konvergenzordnungen haben wir obere Schranken fiir den Feh-
ler. Mit diesen Ergebnissen allein ist es zunéchst einmal nicht mdglich zu sagen, ob
die Konvergenzrate der Multi-level Methoden wirklich grofier ist als die der klassischen
Monte-Carlo Methoden. Die klassischen Monte-Carlo Methoden kénnen deutlich grofiere
Konvergenzordnungen als % besitzen. Untere Schranken fiir den Fehler der klassischen
Monte-Carlo Methoden sind im Allgemeinen nicht bekannt. Wir kénnen allerdings ein
Verhiltnis der Konvergenzordnungen der beiden Methoden bestimmen.

Wir betrachten wieder den Fall ug € C3([0,1]). Aus Abschnitt 4.1.3 wissen wir, dass
der Fehler der klassischen Monte-Carlo Methode nach oben beschriankt ist durch
A~ [ [
e(Vpe) < N"2+m™ 7 +n~ 7.
Wir konstruieren nun eine untere Schranke fiir diesen Fehler. Dazu setzen wir zunéchst
einmal voraus, dass V[F(u)] # 0 ist. Wie in (4.13) erhilt man

VIF(ul) - F(w)] < E[(F(}) — F(u)?] < ¢ (m™ +n7%).

m

Dann gibt es ng, mg € N, so dass fiir alle n > ng und m > myq gilt

VIF() ~ F(u)] < ;VIF(@)

m

Damit erhalten wir eine untere Schranke fiir die Varianzen V[F(u]})], die unabhéngig
von n und m ist, denn es gilt

VIE(u)] = V[F(u) = F(up) + F(up,)]

IN
_
=
=
£
|
3
£
33
e
+
=
=
<
33
=
[\

und daraus folgt

VIF@)] > ((VIF@D? — (VIF@) ~ Fag))?)’
1 1 1\ 2
> (WIF@D? - GVIF@D?)
= JVIF(), (4.17)
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fir alle n > ng und m > my.

Aus der Aussage des Satzes 3.2 konnen wir wie in (4.8) folgern, dass

91 92
2

_ _1 _
+n 2 =m 44n 2.

D=

|E[F(up,) — F(w)]| 2m~ (4.18)

Es ist aber durchaus moglich, dass der Bias von F(u!,) auch grofere Konvergenzordnun-
gen besitzt. Falls es a3 und a9 gibt, so dass

‘E[F(u" ) — F(u)]| <xm™ % +n~%2,

m

dann ist a; > %, o > 3 und wegen (4.17) gilt fiir den Fehler der klassischen Monte-Carlo
Methode

N

e(Vare) = (NT'VIF(u)] + (BIF () — F(w)?)
= (N_1 + (m™* + n_a2)2)%
= N7 +m~™ 4 o2,

Die Parameter m und n miissen so gewahlt werden, dass die Bedingung (R) aus Kapitel
3.1.1 erfiillt ist. Unter dieser Bedingung sind die Parameter N = N, und m = m,
bezogen auf die Fehlerschranken optimal gewéhlt, falls

N,, = n?*2, My XN

]

max (2,2) .

Da fiir die Kosten C(Yar¢) = Nmn gilt, folgt

1
L

e(YMC) = C(YMC) 2+max (a

2
o

)y (4.19)

-
»

Die maximale Konvergenzordnung der Folge von klassischen Monte-Carlo Methoden in
Abhéngigkeit von a1 und «g ist dann

1
TMC ‘= 1 3 -
2+max(a—1,a—2)+a—2

Dabei ist zu beachten, dass wir in (4.19) eine obere und auch eine unter Schranke fiir
den Fehler haben.
Als nachstes schauen wir uns den Fehler der Multi-level Monte-Carlo Methode an. Fiir

n

up =

mit

l
1
max—2
nl:<M <a1’2>), my =AM’
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sind (R) und die Voraussetzungen des Satzes 2.2 mit

1

max(a1 ,O%)’

1

1
pu— 6 = — e —
g 1= " max(—gf ,2)

o =

erfiillt. Mit N; geméafs Satz 2.2 gilt fiir den Fehler der Multi-level Methode

1
G(YML) j C(YML)_max(l+'y+2a7ﬁ,1+’y) j C(YML) 2+§ max(al 1122 )+— .

Definieren wir sz, als
YML = sup {a >0 : G(YML) = C(YML)_Q} s

so gilt

1
ML 2 .
7 2+%max(ail,l)—|—i

Uns interessiert vor allem das Verhaltnis von vy, und vz

L 2 L 1 1 2
YML > 2+%maX(a1’%) ?12 B 2+maX (0_1706_2) +a_2 . imax(a_l7a_2)
> T ]
Mo 2+max(L l).}.L 243 max(a—l,a—2)+_ 241 max(a—l,a_2)+_
ay’ag ag
1
= > 1 (4.20)

2min(2a1, az) + 2

Aus diesem Ergebnis konnen wir folgern, dass man auch ohne die bestmdglichen Kon-
vergenzordnungen zu kennen eine bessere Konvergenzrate fiir die Folge von Multi-level
Methoden erwarten kann als fiir die Folge von klassischen Monte-Carlo Methoden. Ist

beispielsweise oy = 61 = Z und a9 62 = % so kann man fiir die Multi-level Methoden
eine um mindestens den Faktor
1 4
ML Sy = 2 —1.3333 (4.21)
YMC 4o + 1+ —;21 3

grofere Konvergenzrate als fiir die klassische Monte-Carlo Methoden erwarten. Ist dage-
gen beispielsweise oy = % und ag = 1 so erhélt man den Faktor

IML - 1 4 1 _ 5 _ 195

= 2
YMC 4a1+1+a%1 4

Im Kapitel 5 werden diese Verhéltnisse der Konvergenzordnungen experimentell bestd-
tigt.

Bemerkung 4.3 Betrachtet man Approximationen, die aus dem Differenzenverfahren
mit implizitem Kulerverfahren hervorgehen, so kann bei der Wahl der Parameter m,,
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max(22,2) durch o2 ersetzt werden, da Bedingung (R) nicht erfiillt sein muss. Beriick-

sichtigt man, dass beim impliziten Verfahren der Parameter n in die Kosten quadratisch
eingeht (siehe Kapitel 3.1.1), so erhélt man, analog wie bei dem expliziten Verfahren, bei
entsprechender Parameterwahl fiir den Fehler der klassischen Monte-Carlo Methode

~ ~ T I 2
E(YMc) = C(YMc) 27L‘11+0¢2

und fiir den Fehler der Multi-level Methode

1
1 2

e(Var) X C(Yary) *F=it7s

Werden vy und ~prp, analog definiert wie fiir das explizite Verfahren, so erhilt man

1
W_L21_|_

1 L 4oy
YMC dog + 1+ a%l

und beispielsweise fiir a; = % und ag = % ist

1
ML q _ 519 (4.22)

>1+
givte dag +1+22 4

Die Verbesserung der Konvergenzordnung durch die Multi-level Methode ist hier kleiner
als bei dem entsprechenden Beispiel (4.21) des expliziten Verfahrens.

4.2 Spektral-Galerkin Verfahren

Auch fiir das Spektral-Galerkin Verfahren zur Losung der Wérmeleitungsgleichung soll
die schwache Approximation mit Hilfe von Monte-Carlo Methoden untersucht werden.
Insbesondere interessieren wir uns natiirlich dafiir, ob der Einsatz der Multi-level Metho-
de entscheidende Verbesserungen bringt.

4.2.1 Klassische Monte-Carlo Methode

Wir verwenden die klassische Monte-Carlo Methode zur schwachen Approximation. Die
Approximationen u"(T") von u(7") werden mit dem Verfahren im Abschnitt 3.2.1 berech-
net. Wir erhalten die klassische Monte-Carlo Methode

N
Yue = Yo = N7 F (ul™)(T))
j=1

mit unabhingigen Kopien u(™(T), ..., u™N)(T) von u™(T) als Approximation von
E[F(u(T))] mit einem Funktional F': B — R mit B = C([0,1]¢), welches die folgende
Eigenschaft erfiille:
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(I) F ist Lipschitz-stetig, das heift es gibt eine Konstante ¢ > 0, so dass fiir alle
v,w € C([0,1]%) gilt

[F(v) = F(w)] < ¢flo —wll,

Aus der Lipschitz-Stetigkeit folgt aufserdem, dass F' hochstens von linearem Wachstum
ist, das heifst

[F ()] < e (T+olly)

mit einer Konstanten c. Um die Varianz deAr Monte-Carlo Methode ?Mc abzuschétzen,
zeigen wir zunéichst einmal, dass Y_,.7 E[(Y;(T))?] nach oben beschriinkt ist. Es gilt

X X Vi 1 Vi v; 1
Yz‘(T):Yz‘(O)kE[l R C—— +Z<1£Izl il )) (Bi(t1i) — Bi(ti—1.0)),

=1 tk,z - tk—l,z

1 <e° /J,i(tk,i_tkfl,i)’
L+ piltes — th-1,)

siehe ([17], S.9). Daraus folgt mit der Unabhéngigkeit der Inkremente der Brownschen
Bewegung

o 2] . Vi 1 2
E[(Y,(T)) ] = ((&7@0}}1 1"‘,“1’( ] ))

tk,z - tk—l,z
v; 1 v; v; 1
2 (’0’>H 1+ pi(thys — te—t z); (gl + it — tk—l,i)) E[(ﬂi(tl’i) - Bi(tl_l’i))]

= (¢, SDi>2 e~ 2cpi(T—to,:) + Z e~ 2¢ ;Ufi(T_tl,i)(tl’i _ tl—l,i)
=1

T
<ce el 4 c/ e cHi(T=1)q4
0

: 1 :
=ce Ml L e (1 — emomT)
Hi
<ce —c1 T—|—CZ

Damit gilt

ST B[(Vi(D) <CZ —eP®T 4 i=2) <¢, (4.23)
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Die Beschrénktheit von ZZEzEUf@(T)H lasst sich analog zeigen.

Da das Funktional hochstens von linearem Wachstum ist, kann die Varianz von F(u™(T'))
nach oben abgeschétzt werden durch eine Konstante ¢, denn
VIE@u™(T))] < B [(F(u™(T)))]
<c B[+ [[u"(T)lly)?]
< e (L4 2B[ (D] + B[« (T)]3])

<e (12 B[SO e + s Bl SO a@L])
<1+2E[|ZY 2d/2}+E[|ZY 2d/2|2]>
<1 +2E[§|%<T>\] +E{(; %)?))

(4.24)

In der letzten Ungleichung wird die Unabhéingikeit der Y;(T)) und (4.23) verwendet.
Fiir den Fehler der klassischen Monte-Carlo Methode gilt unter der Annahme (I) und
mit dem Ergebnis der pfadweisen Approximation aus (3.42) und (3.43)

N

e(Vire) = (NTIV [F(u(D))] + (BIF (u"(T)) = F(u(T))])°)

(e N7 (Ble |lu™(T) = w(D)5))°)

< (N7 + B[l (T) — uw(D)|2])
<e (N_% n n_%% (4.25)

N

IN

mit § = 1, falls der Kovarianz-Operator @) die Identitdt ist und § = 2 im Falle eines
Spurklasse-Operators mit 7 > 3d — 2. Die anderen moglichen Fille folgen aus (3.43).

Fiir die Kosten C(Ya¢) der Monte-Carlo Methode gilt
C(Yye) < ¢ Nn.

Wie in Satz 2.1 folgt mit o = g und der Wahl N = N,, < n?*

N N _ o
e(Yuc) 2 C(Yue) 142 . (4.26)
Die Folge (YM’C Jnen von klassischen Monte—Carlo Methode besitzt also Konvergenzord-

nung 4, falls @ die Identitdt ist und , falls @ ein Spurklasse-Operator mit v > 3d — 2
ist.
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4.2.2 Multi-level Monte-Carlo Methode

Wir setzen

w = (W(t))eepo, 115

wobei W die (zylindrische) Brownsche Bewegung ist. Dann ist w eine Zufallsvariable mit
Werten in

B =0C([0,T] x [0,1]%).

Es seien ¢, : B — B, | € Ny messbare Abbildungen, die aus w die Losung u(T)
zum Zeitpunkt 7" bzw. die Approximationen u;(7T') := u™ (T aus dem Spektral-Galerkin
Verfahren mit Parametern n; = M, M > 2 liefern, also

u(T) = pw
w(T) = prw.

Wie in Kapitel 2.2.1 ist die Multi-level Monte-Carlo Methode fiir ein L € N und
No, ..., N1, € N definiert durch

L
Y=Y Y (4.27)
mit

N; )
Yo=N;! Z F(powg’)

! Z ( (lel — F(gp— 1wl(]))>

und unabhéngigen Kopien wl(j) firj=1,...,N;, {1 =0,...,L von w.

Fiir den Fehler der Multi-level Methode gilt

2

e(Yur) = (ZN Wi+ (E[F(ur(T ))—F(U(T))])2>

N
[NIE

mit V; = V[F(u(T)) — F(uw—1(T))]. Die Varianzen V; konnen abgeschétzt werden durch
Vi < [(E[(F(Uz(T)) — F(u(T))*])? + (B[(F(u-1(T)) - F(u(T)))?])

(e pucr) — it 2])* + (e @) —un) |

<c nl_é, (4.28)

IN
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mit § wie in (4.25), also § = 1 im Falle der Identitdt als Kovarianz-Operator und § = 2
im Falle eines Spurklasse-Operators mit v > 3d — 2.

Die Abschétzung fiir den Bias kann analog wie bei der klassischen Monte-Carlo Methode
durchgefiihrt werden

N[

|E[F @™ (T)) ~ F(u(T))]| < n"*. (4.29)

Da auflerdem die Kosten beschriankt sind durch

L
C(Yar) < e NM,
=0

sind die Voraussetzungen des Satzes 2.2 mit a = g und g = ¢ erfiillt.
Fiir den Fehler der Multi-level Methoden gilt also, falls @) die Identitét ist,

. ~ _1 .
e(Yarr) = C(Yir) 2 log (C(Yar)) (4.30)
und falls @ ein Spurklasse-Operator mit v > 3d — 2 ist

e(Yarr) = C(Yarr) 3 . (4.31)

Dies ist eine deutliche Verbesserung im Vergleich zur Konvergenzordnung i bzw. % der
klassischen Monte-Carlo Methode.

Untere Schranken fiir den Fehler haben wir leider nicht. Ob die Folge von klassischen
Monte-Carlo Methoden wirklich nur Konvergenzrate 1 bzw. % hat, muss noch experi-

1
mentell iiberpriift werden.

4.2.3 Konvergenzordnungen im Vergleich

Wie bei den Differenzenverfahren ist auch hier vor allem das Verhiltnis der Konvergenz-
ordnungen interessant. Wir wissen, dass

=
|

|E[F(u"(T)) = F(u(T)]| % (B |lu"(T) = w(T)[};)* = n~3. (4.32)
Falls es a gibt mit
|E[F(u™(T)) — F(u(T))]| < n™°, (4.33)

so gilt a > g und fiir den Fehler der klassischen Monte-Carlo Methode gilt analog wie in
4.1.4 unter der Voraussetzung V[F(u)] # 0, dass

~ 1 o
e(Yye) < N2 +n
1

= C(Yue) *=. (4.34)
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Wir haben damit eine obere und untere Schranke fiir den Fehler und die maximale
Konvergenzordnung in Abhingigkeit von « ist
1
MC = -
7 2+ 1

Fiir den Fehler der Multi-level Methode erhalt man nach Satz 2.2

- C(Yare) 2 log(C(Yue)), B=1,
E(YML) = {C(YMC‘)_ , 6> 1.

Nl= =

(4.35)

Wir definieren ~,;z, als
YML = Sup {a >0 : e(YML) = C(YML)_Q} :

Im Fall 8 = 1 wird dieses Supremum nicht unbedingt angenommen. Es gilt allerdings
immer

S 1
TML =2 %
Fiir das Verhéltnis von /1, und vyprc erhélt man
1 1
ML 2 2+ 1
> = =14+—>1. 4.36
e T == 2 " 2% (4:36)

2+1

Man kann hieraus folgern, dass die Konvergenzrate fiir die Multi-level Methoden fiir
hinreichend grofse Parameter (bzw. Kosten) immer grofer ist als die Konvergenzrate fiir
die klassischen Monte-Carlo Methoden, falls solch ein « existiert. Fiir a = % beispielsweise
erhélt man

1

YMC 2a

4.2.4 Explizite Lésung

Fiir die Warmeleitungsgleichung (3.30) ist es moglich die Losung explizit darzustellen.
Dies konnen wir nutzen, um einen Vergleichswert fiir die Experimente in Kapitel 5 zu
berechnen. Die Losung u der Wiarmeleitungsgleichung zu einem festen Zeitpunkt ¢ € [0, 7]
ist gegeben durch

t ol
u(t,.):/o/o G(t—s,.,y)dW(s,y), (4.37)

wobei G der Wérmeleitungskern aus (3.32) ist.
Weiter kann u(t,.) entwickelt werden in

ut,.) =Y Yi(t) ¢ (4.38)
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mit unabhéngigen Ornstein-Uhlenbeck-Prozessen Y;, ¢« = 1,2, ..., die die stochastischen
Differentialgleichungen

1
dY;(t) = —/Lini(t) dt + )\22 dﬂz(t),
mit unabhangigen skalaren Brownschen Bewegungen
_1
16sen. Fiir die Losung Y; einer solchen Differentialgleichung gilt
1t
V) =N [ e dats) ~ 0.0
0

mit

Sl

2 _
o; = A

1
b ou(t-s) A —ouit
e ds = (1 —e M),
0 244

Mit (4.38) konnen nun Realisierungen der Losung der Wérmeleitungsgleichung simuliert
werden, wobei die Summe nach endlich vielen Summanden abgebrochen werden muss.

Um den Erwartungswert von F(u(t,.)) fiir ein Funktional F' : C([0,1]) — R zu be-
rechnen, kann man eine klassische Monte-Carlo Methode mit N unabhéngigen Kopien
u(t, )V, . u(t,)™) von w(t,.) verwenden. Als Approximation fiir diesen Erwartungs-
wert erhdlt man

Fiir das Funktional F', definiert durch

1
F(u(t,.)) :/0 u?(t, z)dz, (4.39)

kann E[F(u(t,.))] fiir t € [0,T] sogar ohne Monte-Carlo Methode berechnet werden, denn
wegen der Orthonormalitét der ¢; gilt

E[F(u(t,.))] = E /01 u?(t, z) dx}

|
:E[/Ol (me(w))zdx]
|

i€Nd

20



5 Simulationen

Die in den vorherigen Kapiteln beschriebenen Verfahren beruhen auf Realisierungen der
Inkremente der Brownschen Bewegung bzw. des Brownschen Blattes. In der Praxis wer-
den diese Realisierungen simuliert. Fiir die Simulationen verwenden wir Zufallszahlen,
die mit Hilfe eines Zufallszahlengenerators, dem Mersenne Twister, generiert werden.
Der Mersenne Twister liefert Pseudo-Zufallszahlen, die wir als Realisierungen von unab-
héngigen und auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilten Zufallsvariablen ansehen. Fiir die
Simulation der Inkremente benétigen wir allerdings normalverteilte Zufallszahlen. Da-
zu kann die Box-Muller Methode verwendet werden. Sie transformiert einen auf dem
Einheitsquadrat [0, 1]? gleichverteilten Zufallsvektor in einen zweidimensional standard-
normalverteilte Zufallsvektor. Durch Multiplikation mit ¢ € R erhélt man aus einer
standard normalverteilten Zufallsvariable eine normalverteilte Zufallsvariablen mit Er-
wartungswert 0 und Varianz o2.

Die Inkremente der Brownschen Bewegung lassen sich auf diese Weise simulieren, denn
bekanntlich gilt

Wi(tiv1) = W(t;) ~ N(0,t;s1 —ti), i=0,...,m—1
W(tl) - W(to), W(tz) - W(tl), cey W(tm) - W(tm_l) sind unabhéingig

fiir0:t0§t1 § Stm:T
Ist W wie bei den Verfahren fiir stochastiche partielle Differentialgleichungen ein Brown-
sches Blatt auf [0,77] x [0, 1], so gilt

W (tivr, opy1) — W(ti, wpy1) — (W (tivr, zx) — W(ti, o)) ~ N(O, (L1 — i) (2g1 — 7))

und die Inkremente sind unabhéngig fiir ¢ =0,...,m —1und £k =0,...,n — 1. Auch die
Inkremente des Brownschen Blattes konnen somit wie oben beschrieben simuliert werden.

Um die verschiedenen Monte-Carlo Methoden vergleichen zu koénnen, wird jeweils der
experimentell berechnete Fehler in Abhéngigkeit der Kosten der Methode dargestellt.
Um den Fehler einer Monte-Carlo Methode Y zu berechnen, wurden Realisierungen von
100 unabhéngigen Kopien YW, Y19 yon ¥ simuliert. Die Simulationswerte bezeich-
nen wir mit ¥y, ..., y(1%9) und setzen

100 2
1 ) 2
RMSE100 = | 155 > (ym - E[F(u)]) . (5.1)
i=1

Aufgrund der sehr langen Laufzeiten der Programme, die in der Groéfenordnung von
mehreren Tagen liegen, kann die Anzahl der unabhéngigen Kopien nicht beliebig erhoht
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werden. Eine Begriindung dafiir, dass 100 Realisierungen ausreichend sind, erhélt man
bei der Betrachtung der Simulationen einer Realisierung der Zufallsavariablen

1
_szm
j=1

fiir M =1,...,200 mit unabhéngigen Kopien Y ) der Monte-Carlo Methode Y und den
dazugehorenden Konfidenzintervallen. In Abbildung 5.1 sind als Beispiel Simulationen fiir
DM und Konfidenzintervalle zum Niveau 0.95 fiir eine klassische Monte-Carlo Methode
Yare zur Approximation der Losung der Warmeleltungsglelchung aus Abschnitt 5.2.1 zu
sehen. Dabei liegt der Monte-Carlo Methode Yo = YJCIC das Differenzenverfahren
und feste Parameter n, m und N zugrunde (vgl. Abbildung 5.8). Wie man in Abbildung
5.1 sieht, sind bei etwa M = 100 die Konfidenzintervalle und damit auch die Schwan-
kungen von Djps nicht mehr allzu grof. Vergleicht man die Grofe der Konfidenzintervalle
bei M = 100 und M = 200 so sieht man, dass die Verbesserung bei einer Verdopplung
der Anzahl der Kopien von Y gering ist.

0.0865 ‘ T
Konfidenzintervall von Niveau 0.95 +——+—

0.086 |- R

0.084 : ‘ :
0 50 100 150 200

M

0.0855

0.085

0.0845 &

Abbildung 5.1: Djy; und Konfidenzintervalle

5.1 Stochastische gewdhnliche Differentialgleichungen

Wir beginnen mit einem Beispiel aus der Finanzmathematik. Dazu betrachten wir die
stochastische Differentialgleichung

du(t) = ru(t)dt + ou(t)dW (t), 0<t<1, (5.2)
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mit u(0) = 1, r = 0.05, 0 = 0.2 und einer Brownschen Bewegung W. Diese Differential-
gleichung besitzt eine eindeutige starke Losung u, die gegeben ist durch

02
u(t) = u(0)el = Z WO o<t <, (5.3)

Die Losung v ist also eine geometrische Brownsche Bewegung. Wie in Kapitel 2.3 ver-
wenden wir als Basis ein einfaches Eulerverfahren und vergleichen dann die klassische
Monte-Carlo Methode (MC) mit der Multi-level Monte-Carlo Methode (ML) zur Appro-
ximation von E[F;(u)] fiir die Funktionale

Fy(u) = max (u(T) — K,0)

Fy(u) = max ( /0 i - K. 0)

mit 7'=1 und K = 1. Das Funktional F} ist die Auswertung von v zum Endzeitpunkt,
F; ist die Auszahlungsfunktion eines européischen Calls und Fj ist die einer Asiatischen
Option. Diskontierungsfaktoren wurden der Einfachheit halber weggelassen.

Die Erwartungswerte E[F;(u)] konnen fiir die Funktionale F; und F» explizit berechnet
werden. Es gilt

E[Fy(u)] = u(0)e™”

2

log(u(0)/K) + (r + %)T) e <log(u(0) JK) + (r — %)T)

oVT ovT

mit der Verteilungsfunktion ® der Standard-Normalverteilung. Letztere Formel entspricht
der Black-Scholes-Formel, allerdings ohne Diskontierung. Mit der expliziten Formel (5.3)
fiir die Losung w und der klassischen Monte-Carlo Methode kann eine sehr gute Approxi-
mation von E[F5(u)] berechnet werden, die wir als exakte Losung ansehen. Das heifst wir
verwenden diese Approximation anstelle von E[F3(u)] in der Berechnung von RMSE; .
Eine Tabelle mit diesen Vergleichswerten und den Parametern, die fiir die Monte-Carlo
Methoden gewédhlt wurden, ist in Kapitel 5.4 zu finden, damit die Ergebnisse reprodu-
zierbar sind.

E[Fy(u)] = u(0)e"T® (

In Kapitel 2.3.1 wurde gezeigt, dass fiir den Fehler der klassischen Monte-Carlo Me-
thoden e(YMc) <N ~3 4! gilt, wobei n der Diskretisierungsparameter der Zeit fiir
das Eulerverfahren und N die Anzahl der unabhingigen Kopien fiir die Monte-Carlo
Methode ist. Wegen diesem Zusammenhang wurden die Parameter n und N so gewéhlt,
dass N =< n? gilt. In 2.3.2 wurde gezeigt, dass fiir die Multi-level Methoden die Vor-
aussetzungen des Satzes 2.2 mit « = 1 und 8 = 1 erfiillt sind. Deswegen sind die Pa-
rameter N; fiir [ = 0, ..., L beziiglich der oberen Fehlerschranke optimal gewihlt, wenn
Ny =< (MYH)~Y(M%)2. Die optimalen Parameter sind leider immer nur bis auf Konstanten
bekannt. Die Experimente wurden deswegen jeweils mit verschiedenen Proportionalitéts-
konstanten durchgefiihrt und die besten Ergebnisse wurden fiir die Abbildungen ausge-
wahlt. Bei dieser Auswahl wurde in erster Linie darauf geachtet, dass die Konvergenzrate
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maximal ist und als zweites sollten die Werte der Fehler moglichst klein sein.

Die Geraden in den Abbildungen sind Regressionsgeraden, wobei beachtet werden muss,
dass die Achsen logarithmisch sind. In der urspriinglichen Skalierung entsprechen sie
Funktionen der Form b C'~%, wobei die Variable C den Kosten, also der Anzahl der
Aufrufe des Zufallszahlengenerators, entspricht. Die negative Steigung a der Geraden
entspricht dann der Konvergenzrate der Methode.

0.01 \

MC  +
N 0.214*C703%%8
~ ML x

~__ 0.54%C 0497

0.001

RMSE; 0

le-04

le-05
100000 le+06 le+07 1le+08 le+09

Kosten C

Abbildung 5.2: Fehler und Kosten der Approx. von E[F;(u)] fiir SDE
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0.381*0_0'492 -
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Abbildung 5.3: Fehler und Kosten der Approx. von E[Fy(u)] fiir SDE
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Abbildung 5.4: Fehler und Kosten der Approx. von E[F5(u)] fiir SDE

Nach den theoretischen Ergebnissen aus Ka[;itel 2.3.1 bzw. 2.3.2 sollte fiir den Feh-
ler der MC-Methoden gelten e(Ya¢) =< C735 und fiir den Fehler der ML-Methoden

e(Yar) < C -3 log(C'). Obwohl sich die Konvergenzordnung der ML-Methoden fiir grofer
werdende Kosten der Konvergenzordnung % néhert, konnen wir nicht unbedingt erwarten,
dass die Konvergenzrate der ML-Methoden % ist fiir Kosten im Bereich von 10° — 10°.
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Der Faktor log(C) kann hierbei nicht ganz vernachlissigt werden.

Die folgenden beiden Abbildungen sollen helfen eine bessere Vorstellung der Fehlerschran-
ken zu bekommen.

1 T T
c™%%40g(C) ——
c—0.3333
~ C—0.5
0.1} -
0.01 |
0.001 |
o
le-04 | \ i
1e_o5 1 1 1 1 1 1 1
10 100 1000 10000 100000 1e+06 1e+07 1e+08 1e+09
Kosten C
Abbildung 5.5: Fehlerschranken im Vergleich
0.1

C%%ogic) ——
5.665*C_0'436 _

0.01

0.001

le-04 L L L
100000 1e+06 1le+07 1e+08 1le+09
Kosten C

Abbildung 5.6: Fehlerschranke der ML-Methode und Regressionsgerade
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In Abbildung 5.6 ist C' —2 log C im Bereich von C' = 10° bis C' = 10? zu sehen. Das ist etwa
der Bereich, in dem auch die Kosten der Monte-Carlo Methoden liegen. Aufferdem zeigt
die Abbildung eine Regressionsgerade aus den Daten (C, Cc3 log C) mit C = 10%, k =
5,...,9. Genauer gesagt entspricht diese Gerade der Funktion 5.652 C %436, Wir kénnen
daraus folgern, dass etwa 0.436 die Konvergenzrate ist, die fiir die ML-Methoden in
diesem Kostenbereich mindestens erwartet werden kann.

Schauen wir nun noch einmal zuriick zu den Abbildungen 5.2-5.4, so sehen wir, dass die
Konvergenzraten der MC-Methoden wie erwartet etwa % sind. Die Konvergenzraten der
ML-Methoden sind deutlich gréfer als % und in der Tat sind sie immer mindestens 0.436.
Die experimentellen Ergebnisse erfiillen damit genau die Erwartungen aus der Theorie.

5.2 Differenzenverfahren

Als ndchstes werden die experimentellen Ergebnisse fiir die MC-Methode und die ML-
Methode, angewandt auf die Differenzenverfahren aus Kapitel 3.1, vorgestellt. In den
Abbildungen 5.8-5.11 ist wieder der Fehler der jeweiligen Methode in Abhéngigkeit der
Kosten dargestellt. Die theoretischen Ergebnisse dazu sind in Kapitel 4.1 zu finden.

5.2.1 Quasi-lineare parabolische stochastische partielle
Differentialgleichungen
Wirmeleitungsgleichung

Das einfachste Beispiel einer quasi-linearen stochastischen Differentialgleichung (3.5)—
(3.7) ist die Wiarmeleitungsgleichung mit

g=0, f=0, o=1, wuy=0.

Abbildung 5.7 zeigt pfadweise Approximationen dieser Wéarmeleitungsgleichung zum
Zeitpunkt T' = 1 zu verschiedenen Parametern, aber jeweils zum selben Pfad des Brown-
schen Blattes W.
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Abbildung 5.7: Simulationen von u], (1)

Fiir die schwache Approximation wurden als Funktionale

1
Fl(u):/o u?(z,1)dx

Fy(u) = Jnax, u(z, 1)

1
Fg(u):/o u(zx,1)dx

Fau) = /0 1 /0 L2 )drdt

gewahlt, wobei 7' =1 der Endzeitpunkt ist.

Wie in 4.2.4 kann eine sehr gute Ndherung von E[F;(u)] berechnet werden. Damit haben
wir einen Vergleichswert fiir unsere Approximationen, die aus den Differenzenverfahren
hervorgehen. Diese Werte sind in Tabellen in Kapitel 5.4 zu finden.

In den Abbildungen 5.8-5.15 wird die MC-Methode mit der ML-Methode verglichen,
wobei jeweils das Differenzenverfahren mit explizitem oder implizitem Eulerverfahren
zugrunde liegt.

Fiir den Fehler der MC-Methoden gilt

Nl=

. 1 1
e(Yye) X Np 2 +mpt +n~

nach Kapitel 4.1.3. Das heifst die Parameter sind in Bezug auf die obere Schranke optimal,
wenn N,, < n und m, =< n?. Wir kénnen damit fiir die MC-Methoden Konvergenzrate %
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erwarten. Da fiir die ML-Methoden mit

1
uy = uM n=vVM, m; =4M

mp?

die Voraussetzungen des Satz 2.2 mit a = i, 8= % und v = % erfiillt sind, wahlen wir

Ny =< (ML)%(Ml)_% und erwarten Konvergenzrate ¢.

Es werden zuerst die Ergebnisse der Methoden, die als Basis das explizite Eulerverfahren

verwenden, dargestellt.

MC  +
0.141*C70%%4 —
S ML x
0.01 | N 0.350+C-0265 .

RMSE; 0

0.001

100000 le+06 le+07 le+08 le+09 le+10
Kosten C

Abbildung 5.8: Fehler und Kosten der Approx. von E[F;(u)] fiir Warmeleitungsgleichung
mit explizitem Eulerverfahren
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Abbildung 5.9: Fehler und Kosten der Approx. von E[Fs(u)] fiir Warmeleitungsgleichung
mit explizitem Eulerverfahren
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Abbildung 5.10: Fehler und Kosten der Approx. von E[Fj(u)] fiir Warmeleitungsglei-
chung mit explizitem Eulerverfahren
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Abbildung 5.11: Fehler und Kosten der Approx. von E[Fy(u)] fir Wérmeleitungsglei-
chung mit explizitem Eulerverfahren

Die nach Kapitel 4.1.3 mindestens erwarteten Konvergenzraten sind fiir die MC-Methoden
& = 0.125 und fiir die ML-Methoden § = 0, 167. Die Schranken fiir die Fehler sind aller-
dings nur obere Schranken, deshalb kénnen die Konvergenzraten auch grofer sein. Wie
in Abbildung 5.8-5.11 zu sehen ist, sind die Konvergenzraten der MC-Methoden in der
Tat oft grofier als %. Die Konvergenzraten der ML-Methoden sind allerdings auch stets
grofer als %. Interessant ist fiir uns vor allem das Verhiltnis der Konvergenzraten der
verschiedenen Methoden. Aufgrund der theoretischen Ergebnisse des Kapitels 4.1.4 er-
warten wir zumindest, dass die Konvergenzraten der ML-Methoden grofer sind als die
der MC-Methoden. Rechnet man die Quotienten der Raten aus, so stellt man fest, dass
die Rate der ML-Methoden in den Abbildungen immer mindestens 1.3 Mal so grof ist
wie die entsprechende Rate der MC-Methoden.

Die Laufzeiten der Programme fiir die Monte-Carlo Methoden sind zu den Kosten C
proportional. Fiir Kosten C' = 10'° liegt die Laufzeit zur Berechnung von RMSE1qg in
der Grofsenordnung von mehreren Tagen.

Nun werden auch die Resultate der Monte-Carlo Methoden mit dem impliziten Euler-
verfahren vorgestellt.
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Abbildung 5.12: Fehler und Kosten der Approx. von E[F;(u)] fir Wérmeleitungsglei-
chung mit implizitem Eulerverfahren
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Abbildung 5.13: Fehler und Kosten der Approx. von E[Fy(u)] fiir Warmeleitungsglei-
chung mit implizitem Eulerverfahren
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Abbildung 5.14: Fehler und Kosten der Approx. von E[F3(u)| fir Wérmeleitungsglei-
chung mit implizitem Eulerverfahren
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Abbildung 5.15: Fehler und Kosten der Approx. von E[Fy(u)] fiir Warmeleitungsglei-
chung mit implizitem Euler

Wie schon in Kapitel 3.1.1 erwdhnt, sind die Kosten fiir das implizite Eulerverfahren
grofer als fiir das explizite Eulerverfahren. Die Definition der Kosten, iiber die Anzahl
der Aufrufe des Zufallszahlengenerators konnen wir fiir das Differenzenverfahren mit im-
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plizitem Eulerverfahren nicht mehr verwenden. Um trotzdem das explizite Verfahren mit
dem impliziten Verfahren vergleichen zu kénnen, fiigen wir den Kosten einen Korrektur-
faktor hinzu. Wir wissen, dass der Parameter n zu einem gewissen Anteil quadratisch
in die Kosten des impliziten Verfahrens eingeht. Fiir die hier verwendete Implementie-
rung kann man fiir die Kosten C' das Modell C' = mn(1 + ¢(n — 1)) mit einer Kon-
stante ¢ aufstellen. Experimentell wurde ¢ bestimmt und man erhélt als Kosten fiir die
Berechnung einer Realisierung des Differenzenverfahrens mit implizitem Eulerverfahren
mn(1 + 0.065(n — 1)), falls die Kosten fiir das Verfahren mit explizitem Eulerverfahren
mn sind. Daraus ldsst sich folgern, dass die mindestens erwarteten Konvergenzraten fiir
die Monte-Carlo Methoden mit implizitem Eulerverfahren kleiner sind als mit explizitem
Eulerverfahren. Unter der Beriicksichtigung, dass n quadratisch in die Kosten eingeht,
kann analog wie in 4.1.3 gezeigt werden, dass die MC-Methoden mit implizitem Euler-
verfahren Konvergenzordnung % besitzen. Die Voraussetzung (iii) aus Satz 2.2 ist fiir
das implizite Eulerverfahren nicht mehr mit v = % erfiillt, sondern nur noch mit v = 1.
Man erhélt als Konvergenzordnung % fiir die ML-Methoden.

Leider miissen wir aber auch feststellen, dass in den Abbildungen 5.12-5.15 keine grofe
Verbesserung durch die ML-Methode zu sehen ist. Auch nach Bemerkung 4.3 erwartet
man fiir das implizite Verfahren eine weniger grofse Verbesserung der Konvergenzrate
durch die ML-Methode als fiir das explizite Verfahren.

Aus diesen Griinden werden fiir die weiteren Beispiele fiir das Differenzenverfahren nur
noch Methoden untersucht, die das explizite Eulerverfahren verwenden.

Quasi-lineare parabolische SPDE

Es soll nun noch ein weiteres Beispiel einer quasi-linearen parabolischen stochastische
Differentialgleichung betrachtet werden. Dazu wird in (3.5)—(3.7)

flt,zu(t,z)) = —u(t, z), o(t,z,u(t,x)) =1, uo(z) = sin(rz)

gesetzt. Die erste Abbildung zeigt pfadweise Approximationen zu verschiedenen Parame-
tern, aber jeweils zum selben Pfad des Brownschen Blattes.
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Abbildung 5.16: Simulationen von w;’, (1)

Die fiir die schwache Approximation verwendeten Funktionale sind dieselben, wie fiir die
Wirmeleitungsgleichung im Abschnitt vorher. Leider kénnen hier Vergleichswerte, die
als exakte Losungen angesehen werden, nicht mehr wie bei der stochastischen Warme-
leitungsgleichung berechnet werden. Wir haben hier nur die Moglichkeit die klassische
Monte-Carlo Methode mit dem Differenzenverfahren fiir sehr grofe Parameter zu ver-
wenden. Die Parameter und die daraus resultierenden Vergleichswerte sind in Kapitel 5.4
tabellarisch dargestellt. Die Fehlerabschédtzungen und damit auch die Wahl der Parame-
ter sind fiir diese quasi-lineare parabolische SPDE dieselben wie bei der stochastische
Wirmeleitungsgleichung im Abschnitt vorher.
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Abbildung 5.17: Fehler und Kosten der Approx. von E[F}(u)] fiir Quasi-lineare parabo-
lische SPDE
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Abbildung 5.18: Fehler und Kosten der Approx. von E[Fy(u)] fiir Quasi-lineare parabo-
lische SPDE
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Abbildung 5.19: Fehler und Kosten der Approx. von E[F3(u)] fiir Quasi-lineare parabo-
lische SPDE
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Abbildung 5.20: Fehler und Kosten der Approx. von E[Fy(u)] fiir Quasi-lineare parabo-
lische SPDE

Betrachtet man die Konvergenzraten in den Abbildungen 5.17-5.20, so stellt man fest,
dass auch hier wie erwartet die Konvergenzraten der MC-Methoden mindestens % und
die der ML-Methoden mindestens % sind. Auferdem ist auch hier jeweils die Rate der
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ML-Methoden mindestens um den Faktor 1.3 grofer als die der MC-Methoden.

5.2.2 Stochastische Burgers-Gleichung

Als letztes Beispiel fiir das Differenzenverfahren betrachten wir die stochastische Burgers-
Gleichung aus (3.22)—(3.24). Zuerst ist auch hier wieder eine Abbildung mit pfadweisen
Approximationen zu verschiedenen Parametern zu sehen.

1
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0.5 E
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=) 0 f\r\Aﬁ
< vvww
c
=
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-1 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X
Abbildung 5.21: Simulationen von u]}, (1)

Fiir die schwache Approximation verwenden wir wieder dieselben Funktionale wie fiir die
quasi-linearen SPDEs. Die Vergleichswerte konnen hier leider wieder nur mit dem Dif-
ferenzenverfahren und der klassische Monte-Carlo Methode mit sehr grofsen Parametern
berechnet werden. Fehlerabschitzungen fiir die Approximation mit Differenzenverfahren
sind fiir die Burgers-Gleichung leider nicht bekannt. Wir kénnen lediglich die Hypothese
aufstellen, dass sich Fehler und Kosten wie bei den quasi-linearen SPDEs verhalten und
demnach auch die Parameter wie bei den quasi-linearen SPDEs wéhlen. Die Resultate
sind in den Abbildungen 5.22-5.25 zu sehen.
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Abbildung 5.22: Fehler und Kosten der Approx. von E[Fj(u)] fiir Burgers-Gleichung
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Abbildung 5.23: Fehler und Kosten der Approx. von E[Fy(u)] fiir Burgers-Gleichung
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Abbildung 5.24: Fehler und Kosten der Approx. von E[F3(u)] fiir Burgers-Gleichung
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Abbildung 5.25: Fehler und Kosten der Approx. von E[Fy(u)] fiir Burgers-Gleichung

Die experimentellen Resultate fiir die Burgers-Gleichung sind sehr dhnlich wie die der
quasi-linearen SPDEs. Die Vermutungen iiber Konvergenzordnungen der Verfahren fiir
die Burgers-Gleichung werden also durch die Experimente unterstiitzt. Die Konvergenz-
raten der Multi-level Methode sind auch hier mindestens um den Faktor 1,3 grofer
als die der einfache Monte-Carlo Methode. Da nicht bekannt ist, wie die stochastische
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Burgers-Gleichung explizit gelost werden kann, ist man auf numerische Verfahren ange-
wiesen. Es ist deshalb besonders erfreulich zu sehen, dass die Multi-level Methode auch
fiir diese komplizierte Gleichung eine deutliche Verbesserung im Vergleich zur klassischen
Monte-Carlo Methode ist, auch wenn dies theoretisch noch nicht bewiesen ist. In Abbil-
dung (5.25) beispielsweise erreicht die ML-Methode fiir Kosten C' = 10 einen Fehler,
der etwa 0.0003 ist. Um mit der MC-Methode eine Approximation zu erhalten, deren
Fehler ebenso klein ist, benotigte man Kosten C' > 10'3. Das bedeutet man hitte bei
der MC-Methode einen mindestens um den Faktor 1000 groferen Zeitaufwand als bei der
ML-Methode, um Approximationen mit dem Fehler 0.0003 zu bekommen. Die Laufzeiten
der Programme liegen fiir Kosten C' = 100 etwa in der Gréfenordnung eines Tages, das
bedeutet die Laufzeiten fiir die Programme mit C' = 103 liegen in der Grokenordnung
von etwa 1000 Tagen, was etwa 3 Jahren entspricht. An diesem Rechenbeispiel ist zu
sehen wie grofs die Verbesserung durch die Multi-level Methode ist.

5.3 Spektral-Galerkin Verfahren

5.3.1 Warmeleitungsgleichung mit Raum-Zeit Weilem Rauschen

Fiir die Spektral-Galerkin Verfahren betrachten wir zuerst die Warmeleitungsgleichung
aus (3.30) mit Raum-Zeit Weifem Rauschen, Anfangsbedingung «(0) = 0 und d = 1.
Pfadweise Approximation

Abbildung 5.26 zeigt Realisierungen von w, (1) aus 3.2.1 zu verschiedenen Parametern n,
die aber zum selben Pfad der (zylindrischen) Brownschen Bewegung W gehoren.

n=10‘

n=100 e
n=1000 —
n=100000 ——
05 1

u"(1,x)

Abbildung 5.26: Realisierung von u, (1) fird=1,v =0
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Schwache Approximation

Fiir die schwache Approximation wurden die Vergleichswerte wie in 4.2.4 berechnet. In
den folgenden Abbildungen ist der Fehler der MC-Methoden aus 4.2.1 und der ML-
Methoden aus 4.2.2 zu sehen. Es wurden die Funktionale F}, Fb und F3 wie bei den
Differenzenverfahren verwendet. Die Fehlerabschitzungen aus Kapitel 4.2 sind allerdings
nicht fiir alle Funktionale giiltig. Das Funktional Fj erfiillt die Voraussetzung (I). Fiir die
anderen Funktionale kann nur vermutet werden, dass die Konvergenzraten dhnlich sind.
Die Parameter wurden fiir die MC-Methoden so gewahlt, dass N < n ist (siehe 4.2.1)
und fiir die ML-Methoden folgt aus Satz 2.2, dass N; < va optimal in Bezug auf die
oberen Fehlerschranken ist. Es wurden auch hier wieder Experimente mit unterschied-
lichen Proportionalitdtskonstanten durchgefithrt und die besten Ergebnisse ausgewéhlt,
das heifit diejenigen mit der gréfsten Konvergenzrate und einem moglichst kleinen Fehler.
Die in den Abbildungen verwendeten Parameter sind wieder in Kapitel 5.4 zu finden.
In den Abbildungen 5.27-5.29 haben die MC-Methoden jeweils etwa die Konvergenzrate
% und die ML-Methoden fast % Genau das wurde aufgrund der theoretischen Ergebnisse
(4.26) und (4.30) mindestens erwartet. Die ML-Methode hat fiir grofe Kosten C' in allen
Fillen auch absolut gesehen einen deutlich kleineren Fehler als die MC-Methode.

0.1 :
MC -
0.356*C 0202
ML x
3.76*0_0'503
0.01
L
n
=
a4
0.001 |
1e-04 I I I I I
1000 10000 100000  1le+06  1le+07  1e+08  1e+09

Kosten C

Abbildung 5.27: Fehler und Kosten der Approx. von E[F;(u)] fird=1, vy =0
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Abbildung 5.28: Fehler und Kosten der Approx. von E[Fy(u)] fir d=1,~v =0
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Abbildung 5.29: Fehler und Kosten der Approx. von E[F3(u)] fird=1,~v =0

Fiir das Funktional Fj sind die Konvergenzraten wie erwartet und auch fiir die Funktio-
nale F1 und F5 bestétigt sich die Vermutung.
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5.3.2 Warmeleitungsgleichung mit nuklearem Rauschen

Nun sollen auch die Ergebnisse des Spektral-Galerkin-Verfahrens fiir die Warmeleitungs-
gleichung mit nuklearem Rauschen vorgestellt werden. Das heifit v ist jetzt grofer als
Null. Die Monte-Carlo Methoden werden an Wérmeleitungsgleichungen (3.30) mit d = 1

und d = 2 und an verschiedenen Funktionalen getestet.

0.1

MC

0.119+c70307
ML X
. 15.488+C 0682
0.01 -
-
o
3
5 o001}
=
x
le-04
1e_05 1 1 1 1 1
1000 10000 100000 1le+06 le+07 1le+08 le+09
Kosten C

Abbildung 5.30: Fehler und Kosten der Approx. von E[Fj(u)] fird =1,y =2
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Abbildung 5.31: Fehler und Kosten der Approx. von E[Fj(u)] fird=1,v=4
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Abbildung 5.32: Fehler und Kosten der Approx.

von E[Fy(u)] fird=2,v=38
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Abbildung 5.33: Fehler und Kosten der Approx.
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von E[Fy(u)] fird=1, vy =2
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Abbildung 5.34: Fehler und Kosten der Approx
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Abbildung 5.35: Fehler und Kosten der Approx. von E[Fy(u)] fiir d =2, v =8
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Abbildung 5.36: Fehler und Kosten der Approx. von E[F3(u)] fird =1, v =2
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Abbildung 5.37: Fehler und Kosten der Approx. von E[F3(u)] fird =1,v=4
5.4 Parameter und Vergleichswerte

Der Vergleichswert, der in den Programmen als exakte Losung angenommen wurde, wird
hier mit D bezeichnet. Dieser Wert geht fiir die verschiedenen Gleichungen aus unter-
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schiedlichen Verfahren hervor. Mit B erhalten wir ein Konfidenzintervall
I =[D-B,D+ B]

zum Niveau 0.95.

SDE

Fiir die Funktionale F} und Fb kann E[F;(u)] fiir i = 1,2 exakt berechnet werden (siehe
Kapitel 5.1). Fiir das Funktional F3 wurde der Vergleichswert D mit einer klassischen
Monte-Carlo Methode und mit Hilfe der expliziten Darstellung der Losung der SDE wie
n (5.3) berechnet.

In den Abbildungen 5.2-5.4 wurden fiir die Multi-level Methoden L = 1,2,... und M =4
gewéhlt. Diese Wahl von M ist begriindet durch ([7], S. 611). Die Kosten der Multi-level
Methoden YZ@L fir L = 1,2, ... sind durch M und die Wahl der V;, [ =0, ..., L bestimmt.
Der Parameter n wurde fiir die klassischen Monte-Carlo Methoden so gewéhlt, dass man
Monte-Carlo Methoden mit &dhnlich grofen Kosten erhilt, wie die der Multi-level Metho-
den. Dafiir wurde n = L4 . 100'4'kJ, k = 1,2,... gewdhlt. Die restlichen Parameter sind
der Tabelle entnehmbar.

| Abbildung | D | B [N [ [N]
5.2 1.051271 | 0 n2 | M %
5.3 0.109864 | 0 w2 | L

5.4 0.06059 | 1.4-105 | n2 | ast | 2L

Differenzenverfahren fiir Warmeleitungsgleichung (explizit)

Die Vergleichswerte D fiir die Warmeleitungsgleichung wurden gemafl Kapitel 4.2.4 be-
rechnet. Fiir die Multi-level Methode wurde L = 1,2, ... und M = 4 gewahlt und fiir die
klassische Monte-Carlo Methode n = L100'2'kJ, k=1,2,.... Die Wahl von M ist dadurch
begriindet, dass die Parameter n; und my fiir alle [ = 0, 1, ... natiirliche Zahlen sein miis-
sen.

[‘Abbildung | D B [m [N [ [m [N |
5.8 0.083333 | <1079 | 4n? | 200n | 2T 4n? 100(n—§)%
5.9 043802 | 0.002 | 4n? | 200n | 2T 4n? 100(’;—5)%
510 |0 0 4n? | 10000 | 23T | 4n? | 1000(%2)
5.11 0.080555 | < 1075 | 4n? | 200n | 2vAL' 4nj | 100(E )i

Differenzenverfahren fiir Warmeleitungsgleichung (implizit)

Fiir die Multi-level Methode wurde L = 1,2, ... und M = 4 gewé&hlt und fiir die klassische
Monte-Carlo Methode n = LlOO'z'kJ, k=1,2,...
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[Abbildung | D B [m [N Twm [m [N |
5.12 0.083333 | <1079 | 4n? | 200n | 4L 0.5n? 100(%)%
5.13 043802 | 0.002 | 4n? | 200n | 4vAT 0.5n? 100(’;—3)%
514 |0 0 4n? | 1000n | 4v/M' | 0.503 | 1000(%)%
5.15 0.080555 | < 1076 | 4n2 | 200n | 4V/21' | 0.5n2 100(“—7)2

Differenzenverfahren fiir quasi-linear parabolische SPDE

Fiir die quasi-lineare SPDE wurden die Vergleichswerte mit dem Differenzenverfahren
und der klassischen Monte-Carlo Methode berechnet. Dafiir wurden die Parameter

n = 10%?,
m=4-10°,
N = 12500

gewahlt. Fiir die Multi-level Methode wurde L = 1,2, ... und M = 4 gewé&hlt und fiir die
klassische Monte-Carlo Methode n = L100'2'kJ, k=1,2,...

‘ Abbildung ‘ D ‘ B ‘ m ‘ N ‘ ny ‘ my ‘ N ‘
5.17 0.07902 | 0.0011 | 4n2 | 200n | 2v/DT' 4n? 200(n—§)%
5.18 0.42204 | 0.0037 | 4n2 | 200n | 2T 4n? 200(%)%
5.19 20.00265 | 0.0032 | 4n? | 1000n | 2v/2T 4n} | 1000( = )i
5.20 0.09916 | 0.0003 | 4n2 | 200n | 2vDT 4n} | 200(%% )

Differenzenverfahren fiir Burgers-Gleichung

Auch fiir die Burgers-Gleichung wurden die Vergleichswerte mit dem Differenzenverfahren
und der klassischen Monte-Carlo Methode berechnet. Dafiir wurden

m=4-10°,
N = 25000.

gewahlt. Fiir die Multi-level Methode wurde L = 1,2, ... und M = 4 gewé&hlt und fiir die
klassische Monte-Carlo Methode n = L100'2'kJ, k=1,2,...

| Abbildung | D | B |m [N |m [m [N |
5.22 0.07869 | 0.0008 | 4n2 | 400n | 2vDT 4n? 200(75)%
5.23 0.42186 | 0.0026 | 4n2 | 400n | 2vDT 4n? 200(7;—5)%
5.24 20.00018 | 0.0005 | 4n2 | 1000n | 221" 4n} | 1000(%% )i
525 | 0.07617 | 0.0002 | 4n? | 400n | 2VAT' | 4n? | 200(22)1
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Spektral-Galerkin-Verfahren

Fiir die Multi-level Methode wurde L = 1,2, ... und M = 4 gewé&hlt und fiir die klassische
Monte-Carlo Methode n = L100'4'kJ, k=1,2,...

| Abbildung | D | B N |n | N |
5.27 0.083333 | <107° [ 10n | M 1005%
5.28 0.43802 | 0.002 |n M 107L

5.29 0 <1076 [ 100n | M? 10007
5.30 0.054831 | <1070 | 10n | M? 1000722
5.31 0.051539 | < 107° | 10n | M?' 100055
5.32 0.001619 | <1076 | 10n | M? 10007
5.33 0.16556 | 0.0018 | 10n | M? 10007
5.34 0.13598 | 0.0017 | 10n | M? 1000722
5.35 0.03527 | 0.0008 | 10n | M' | 1002&
5.36 -0.00046 | 0.0019 | 10n | M? 10007
5.37 -0.00048 | 0.0019 | 10n | M? 10007
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