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�s0=tu:tvw$x
�

(speculative risk)
	y�A%f

z{�NO|����iF�
(uncertainty of possible financial gains and losses)

PQ:
tvw}
�

(pure risk)
	y�A����iF�

(uncertainty of loss)(~��� [3])
 }


������R������
�u�<��<5���������	R���<go	
���2	R��go��2	��<5�����}
�!�<5���R����	��
����R���� 

�}
� ¡�����	¢£:]$%¤¥�}
�	¦§¨©:>^_}
��?
ª	�z�«¬®89$%¤¥�}
� 

� ����	
!¯��°W���r	�<:>V
�S±	²! t

)³�gh0
Bt
 

B0 > 0
	

Bt ´Tµs?¶ dBt = rBtdt
 

��r·<
n
>
�S±	²��gh

Si
t

s¸´T Si
0 > 0

|K�xµs?¶
dSi

tdt = uiS
i
tdt +

n
∑

j=1

σijS
i
tdW j

t i = 1, · · · , n

l¹	
{Wt = (W 1

t , · · · ,W n
t ),FW

t }
A�º»¼

{Ω,F , P}
��

n ½¾¿ÀÁÂÃP
r
A2e

0
�Ä4	ÅÆV
�S±�NOºP

ui, σij
s¸AÇÈ
�S±ghÉÊ�Ë

º|ÌÃº�Í�Ä4 Î U = (u1, · · · , un)T ,Σ = (σij)n×n
	

R
ÅÆÏÐÑ4 a<

r ∈ R+, U ∈ R
n,Σ ∈ R

n×n
 

�<�S±Òz�!Ó®)Ô��)�ghÕÖ×Ø	��Ù<×Ø_�ÚC	�¢£
×ØÛÜ 0�?Ý	Þ��!)¼ßq

t ∈ [0, T ]
�°W 

Þ�Îl]��0
M({Ω,FW

t , P},W, {B0, S0, r, U,Σ}, T )
	àÎ0

M
 

§1.1 
áâã
!��

M
r	Þ�ZäF:måæ�çè	lmäF|234����A:k� éê

1
!:]ëF�)¼

t0
�	:]$%¤¥

A = (a0; a1, · · · , an)
y�A:]ÅÆ�<ì

>%f4_�í_ îr
a0 ∈ R

ÅÆ�<V
�S±ï4�4_	
ai ∈ R

ÅÆ�<ð
i
>


�%fï4�4_ $%¤¥
A
!)¼

t > t0
)�goA

V (A, t) = a0Bt +
∑n

i=1 aiS
i
t
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φ = (φ0
t ;φ

1
t , · · · , φ

n
t )
A:]ÅÆ!:F)L��<ì>%f4_�í

_E¶ îr
φ0

t

A:]
FW

t − ��z�E¶�ÅÆ�³ t
��V	
S±ï���_P

φ0
t��]

FW
t − ���z��¶�ÅÆ�³ t

��ð
i �	
�fï���_����� φ��³

t
�goÎ�

V (φ, t) = φ0
t Bt +

∑n
i=1 φi

tS
i
t

�
éê

3
��eÓ�

t ≤ T
�����

φ ��
(φ0

t Bt +
n
∑

i=1

φi
tS

i
t) − (φ0

0B0 +
n
∑

i=1

φi
tS

i
0) =

∫ t

0
φ0

sdBs +
n
∑

i=1

∫ t

0
φi

sdSi
s

Þ��l������� ���
éê

4
���� �����

φ
���!"����#�

0 ≤ T1 < T2 ≤ T
���

V (φ, T1) ≤ 0, V (φ, T2) > 0 $% V (φ, T1) < 0, V (φ, T2) ≥ 0

&'}	
�çè��()
M *�����¤¥ A

�}	
y��+��¤¥,-.
/�0123�1456���¼

t = 0
��72��89:¿ K

��
T
��¼;<���

��¤¥
A
�=	
>��

(K − V (A,T ))+
�0123�

�? ()*��@�=	
A�+�@�BC�@�DEFG��HIJKL� “
	


AM
NO�PQR
”1
�����¤¥�=	
S�T�UV��

“
M
W

”
-XY�Z�

“
M
W

” [�+��¤¥�\]DEFG�^_�Þ�S`Ü\]DEFG�Qab���¤¥=	
���<c�
`dÞ�2èe

éê
5
�

C(K,T,A)
�`��¤¥

A
�Qa�¾��@�f2Qa� K

�gFFÚ�
T�\]DEFG�Qa�hiÞ��²j����¤¥

A
��¼kÉ

T lm89:¿ K
d

�=	
<c�

§1.2 nopqr
sÕÖ��tu�=	
vw�xyzs{|<c��tu�=	
��()

M *�}~2è���tu
A
�=	
<c

C(K,T,A)
{0{12�[�6��() M *�Ó�����tu�\]DEFG��S`��2Q�����2������ð��J�Þ�

�7E
C(K,T,A)

��*�]���
C(K,T,A)

�Þ�[S`ÕÖ=	
�vw����d����eÎ�����
t = 0

�72���@�
1
��Ú����F�890����k�

L
�

��d�������tu� ¡��¢�89:£
K
A��k�

T
�=	
¤¥�

Ü�¦§¨©ª[�e��72�F�89k� L m89:£ K
A��k�

T
�«¬

¤®��e
minA∈Rn+1 C(K,T,A)

s·t·

{

a0B0 +
∑n

i=1 aiS
i
0 = 1

E(a0BT +
∑n

i=1 aiS
i
T ) ≥ L

���ð¯�J�°±²³Z�=	
�vw��¤¬�´µ�
1 ¶·¸¹º»¼
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M
��

n = 1
���d���	
�@Qa����0P�

0
�hi���

�tu�\]DEFG
(��l�����	
�@�\]FG) ������#�����!"Qa���!"Qa�][� å� Black −Scholes

�]��
n > 1

���d�!�j
"S`���#�����tu�\]FG$#�����!"Qa

(
�!"Qa%&�'a

�2è
)
�()*��!"QaS`+,-

Black − Scholes
�]�2Q�]12�

�()
M *�&'ì�@Qa.���/J01S`2354Ee

Bt = B0e
rt

Si
t = Si

0 exp







(ui −
n
∑

j=1

σ2
ij/2)t +

n
∑

j=1

σijW
j
t







��©506�7
S̄i

t = Si
t/Bt

�©ªð
i �	
�@�89Qa�1��

§2.1 *�!�����#�����tu�\]DEFG#�����!"Qa��
§2.2 *�!��7EZ�DEFG�!"Qa�6�:´��]�

§2.1 ;<p=>?@AB
��6�����tu�\]DEFG#�����!"Qa�C)4D*�Qa�]�

zs�E�¢��@2Qw±�
FG

6
�H<

P ∗
�()

M
�

[0, T ] l���PQIH<���*A() M
�BH<

PPQ�()�H<
P ∗ d�J	
�@�89Qa�1 S̄i

t

�
[0, T ] l$�I�1�

FK
2.1.1

��
Σ LMN�hi��#� 0 ≤ T < ∞

�()
M
#�PQIH<�

!�O
Girsanov Pw-²³�}()�PQIH<�

+2QRe
dS̄i

t = (ui − r)S̄i
tdt +

∑n
j=1 σij S̄

i
tdW j

t

�
7

H = −Σ−1(U − r) = (h1, · · · , hn)T , Ŵt = Wt − Ht
�

2Q
P
���PQH<

P ∗

dP ∗

dP
= exp







n
∑

j=1

∫ T

0
hjdW j

t −
n
∑

j=1

h2
jT/2







^�
hj
$�S��.`

exp
{

∑n
j=1

∫ T
0 hjdW j

t −
∑n

j=1 h2
jT/2

}�I�hi&'
Girsanov

Pw�!�RT� Ŵ
�

P ∗ d� n UV£WXY��_�

dS̄i
t = (ui − r)S̄i

tdt +
n
∑

j=1

σij S̄
i
tdW j

t

= (ui − r)S̄i
tdt +

n
∑

j=1

σij S̄
i
tdŴ j

t +
n
∑

j=1

σij S̄
i
thjdt

3



^�
H = −Σ−1(U − r)

�.`
ΣH = −(U − r)

�� ∑n
j=1 σijhj = −(ui − r)

��Z
EP]��l]�¡e

dS̄i
t = (ui − r)S̄i

tdt +
n
∑

j=1

σijS̄
i
tdW j

t

=
n
∑

j=1

σijS̄
i
tdŴ j

t

S̄i
t = S̄i

0 exp







n
∑

j=1

(σijŴ
j
t − σ2

ijt/2)







+�
σij
$�S��

S̄t = {S̄1
t , · · · , S̄n

t }
�

P ∗ d� n UI�1�.` P ∗
���PQ

IH<�2w¡��
�&~�

P ∗
�b����s���H<��:´�

FG
7
���� ����	

φ = (φ0
t ;φ

1
t , · · · , φ

n
t )
���

P ∗
-
2
����	���*�

89Q��1
V̄t(φ) = B−1

t V (φ, t) ∀t ∈ [0, T ]�
P ∗ d���I�1�
^��

P ∗ d�.����89Qa�1$�I�.`���	� P ∗ 2
�����
����6��������	

φ = (φ0
t ;φ

1
t , · · · , φ

n
t ) ���#� i = 1, · · · , n, 0 ≤ t < ∞

�
E∗(

∫ t
0 (φi

t′S
i
t′)

2dt′) < ∞
�[�6��������l�Q���1� P ∗ d���S���hi*[� P ∗-

2
��
FK

2.1.2
()

M
0#�

P ∗
-
2
�!"�	�

Z��±�������*M��d~2Q�uw3�
FG

8
�����C���2QM��()0#�

P ∗
-
2
�� �!"�	�3���Z

�2Q�+����!"Qa�
Z���!"Qa�2QA��*�2Q���j���l���¢�FG2Q�:�����-���

[2]
¢���	
�@FG�2Q���0#�

P ∗-
2
�� �!"�	�} ���hES`�

P ∗-
2
�� �!"

�	!�����*��!"Qa[�����
FK

2.1.3
�()

M *�����\]��� T
��89�

X
�

X ∈ FW
T

�
X
�"S��

hiZ���S`�
P ∗

-
2
�� ��	!��()*��!"Qa[� E∗(X)B0/BT

�
#$e

+��Re
X ∈ FW

T , E∗(X) < ∞
�&'I©ª2w�4±

(%&'�)
�#�¢�

FŴ
T = FW

T ()SH��1 Y = {Y 1
t , · · · , Y n

t }
���

E∗
∫ T
0 (Y j

t )2dt < ∞
A

X̄ = X/BT = E∗(X̄) +
∫ T
0 YtdŴt

�
Yt
�
()SH��.`�*���^�
dS̄i

t =
∑n

j=1 σijS̄
i
tdŴ j

t

�.`
n
∑

j=1

σijdŴ j
t =

dS̄i
t

S̄i
t

, dŴt = Σ−1diag(S̄t)
−1dS̄t

4



Z�
diag(S̄t)

©ª`
{S̄1

t , · · · , S̄n
t } *��������������7

Zt = YtΣ
−1 = (Z1

t , · · · , Zn
t )
��

Zi
t

�
FW

t −
*���() E∗(

∫ T
0 (Zi

t)
2dt) < ∞

�

X̄ = E∗(X̄) +

∫ T

0
YtdŴt

= E∗(X̄) +

∫ T

0
YtΣ

−1diag(S̄t)
−1dS̄t

= E∗(X̄) +
n
∑

i=1

∫ T

0
Zi

t/S̄
i
tdS̄t

7
V̄ (t) = E∗(X̄) +

∑n
i=1

∫ t
0 Zi

t′/S̄
i
t′dS̄t′ , V (t) = V̄ (t)Bt

�
���	

φi
t = Zi

t/S̄
i
t , φ0

t = (V (t) −
∑n

i=1 φi
tS

i
t)/Bt

�
��

V (t) = φ0
t Bt +

∑n
i=1 φi

tS
i
t [��	 φ

�Q��1
V (φ, t) 	 V̄ (T ) = X̄ 	

�
φ = (φ0

t ;φ
1
t , · · · , φ

n
t )
!��

X
�

dV (t) = dBtV̄ (t)

= BtdV̄ (t) + rBtV̄ (t)dt

= Bt

n
∑

i=1

φi
tdS̄i

t + rV (t)dt

= Bt

n
∑

i=1

φi
td(Si

tB
−1
t ) + rV (t)dt

= Bt

n
∑

i=1

φi
t(B

−1
t dSi

t − rB−1
t Si

tdt) + rV (t)dt

=
n
∑

i=1

φi
tdSi

t + r(V (t) −
n
∑

i=1

φi
tS

i
t)dt

=
n
∑

i=1

φi
tdSi

t + φ0
t dBt

.`
φ = (φ0

t ;φ
1
t , · · · , φ

n
t )
���� ��	�

φ
�89Qa�1�

V (φ, t)/Bt = V̄ (t) 	

V̄ (t) = E∗(X̄) +
n
∑

i=1

∫ t

0
Zi

t′/S̄
i
t′dS̄t′

= E∗(X̄) +
n
∑

i=1

∫ t

0
Y i

t′dŴ ′
t

3% V̄ (t)
�

P ∗
I
	
.`

φ = (φ0
t ;φ

1
t , · · · , φ

n
t )
�

P ∗-
2
����	�

&'�!"Qa2Q
	 X

��!"Qa[� V (0) = B0E
∗(V̄ (T )) = E∗(X)B0/BT


�e#���tu
A
�\]DEFG

(K − V (A,T ))+
�S`�

P ∗-
2
�� ��	!

��
	
*��!"Qa�

E∗((K − V (A,T ))+)B0/BT
�

��d~��J�Z��±����	=	
<c�F��]�̂ �
B0
©ª��

t = 0
��	
���Qa

	
�Z�C����bO

	
.`!�`&$�*�

1
�Z"

	
��tu

DEFG�!"Qa�]��
E∗((K − V (A,T ))+)/BT

�

5



§2.2 ���p��
�

§2.1 *	!�¡g���tu�\]DEFG��!"Qa	j��!�2Q���tu�=��<c
C(K,A, T ) = E∗((K − V (A,T ))+)/BT 	

��O*:´�0�6
	
Z

�	!�s³g��,-
Black − Scholes

�]�6�:´��]�
7

D =
{

ω : K − V (A,T ) > 0} = {ω : a0BT +
∑n

i=1 aiS
i
T < K

}

	
�

C(K,A, T ) = E∗((K − V (A,T ))+)/BT

= E∗((K − a0BT −
n
∑

i=1

aiS
i
T )+)/BT

= (K/BT − a0)P
∗(D) −

n
∑

i=1

aiE
∗(S̄i

T1D)

Z�
	 1D{ω} =

{

1 �ω ∈ D

0 �ω /∈ D 
�
u

D
�ª3���:´

C(K,A, T ) 	
!�y

J�:´
P ∗(D)

A
E∗(S̄i

T1D)
�

(I) P ∗(D)
�:´

P ∗(D) = P ∗(a0BT +
n
∑

i=1

aiS
i
T < K)

= P ∗(
n
∑

i=1

aiS̄
i
T < K/BT − a0)

= P ∗(
n
∑

i=1

aiS̄
i
0 exp{

n
∑

k=1

(σikŴ
k
T − σ2

ijT/2)} < K/BT − a0)

= P (
n
∑

i=1

aiS
i
0 exp{

n
∑

k=1

(σikW
k
T − σ2

ijT/2)} < K/BT − a0)

= P (
n
∑

i=1

aiS
i
T exp{−uiT} < K/BT − a0)

7
D0 =

{

ω :
∑n

i=1 aiS
i
T exp{−uiT}/ < K/BT − a0

}

	
�

P ∗(D) = P (D0)

(II) E∗(S̄i
T1D)

�:´
�#��

i 	
��:´

E∗(S̄i
T1D) 	

bH<�� dP i

dP ∗ = S̄i
T /S̄i

0 	
&'

Girsanov Pw
	
�

P i d	
iW j

t = Ŵ j
t − σijt j = 1, 2, · · · , n


�
�

n UV£WXY��_�

S̄j
t = S̄j

0 exp{
n
∑

k=1

(σjkŴ
k
t − σ2

jkt/2)}

= S̄j
0 exp{

n
∑

k=1

(σjk
iW

k
t − σ2

jkt/2 + σjkσikt)}

6



E∗(S̄i
T1D) = S̄i

0E
∗(1DS̄i

T /S̄i
0)

= S̄i
0P

i(D)

= S̄i
0P

i(
n
∑

j=1

aj S̄
i
T < K/BT − a0)

= S̄i
0P

i(
n
∑

j=1

aj S̄
i
0 exp{

n
∑

k=1

(σjk
iW

k
T − σ2

jkT/2 + σjkσikT )} < K/BT − a0)

= S̄i
0P (

n
∑

j=1

ajS
i
0 exp{

n
∑

k=1

(σjkW
k
T − σ2

jkT/2 + σjkσikT )} < K/BT − a0)

= S̄i
0P (

n
∑

j=1

ajS
i
T exp{−uiT +

n
∑

k=1

σjkσikT} < K/BT − a0)

7
Di =

{

ω :
∑n

j=1 ajS
i
T exp{−uiT +

∑n
k=1 σjkσikT} < K/BT − a0

}

	
�

E∗(S̄i
T1D) = S̄i

0P (Di)

�u
(I)(II)

!�¡ge
C(K,A, T ) = (K/BT − a0)P (D0) −

n
∑

i=1

aiS̄
i
0P (Di)

l]������!��©�]	�`�	J
	�

�*���S`O Monte-Carlo�µ�:´

	
7��tu�=��<c�-�����6�

� �������
�
�
��!��O����¡��

C(K,A, T )
����� «¬��tu�¤!�

�vw"#
minA∈Rn+1 C(K,T,A)

s·t·

{

a0 +
∑n

i=1 aiS
i
0 = 1

E(a0BT +
∑n

i=1 aiS
i
T ) ≥ L

(1)

§3.1 $%p&'
()*+,

(1) -�.�/012#
a0 = 1 −

n
∑

i=1

aiS
i
0

*3�4
C(K,A, T ) = E∗((K/BT − a0 −

∑n
i=1 aiS̄

i
T )+)

��567�
	8+,.9:#

min
(a1,···,an)

E∗(((K/BT − 1) −
n
∑

i=1

ai(S̄
i
T − S̄i

0))
+)

s.t. E(
n
∑

i=1

ai(S̄
i
T − S̄i

0)) ≥ L/BT − 1

7



7
K̂ = K/BT − 1, L̂ = L/BT − 1 	��+,��

min(a1,···,an)∈Rn E∗((K̂ −
∑n

i=1 ai(S̄
i
T − S̄i

0))
+)

s.t. E(
∑n

i=1 ai(S̄
i
T − S̄i

0)) ≥ L̂
(2)

��
3.1.1 (I) E∗((K̂ −

∑n
i=1 ai(S̄

i
T − S̄i

0))
+) ≥ K̂

�
(II) �� K̂ < 0 	

�
E∗((K̂ −

∑n
i=1 ai(S̄

i
T − S̄i

0))
+) > K̂

�
#$#

E∗((K̂ −
n
∑

i=1

ai(S̄
i
T − S̄i

0))
+) ≥ E∗(K̂ −

n
∑

i=1

ai(S̄
i
T − S̄i

0))

���
P ∗ 		 S̄i

t 

I
	
� E∗(S̄i

T − S̄i
0) = 0 	

��3���#

E∗((K̂ −
n
∑

i=1

ai(S̄
i
T − S̄i

0))
+) ≥ K̂


K̂ < 0

�
	 E∗((K̂ −

∑n
i=1 ai(S̄

i
T − S̄i

0))
+) ≥ 0 > K̂

�
��

3.1.2 � Γ =
{

(a1, · · · , an) ∈ R
n : sup(x1,···,xn)∈R

n

+
{K̂ −

∑n
i=1 ai(xi − S̄i

0)} > 0
} ��

��
Γ -	 E∗((K̂ −

∑n
i=1 ai(S̄

i
T − S̄i

0))
+) 
 (a1, · · · , an)

������
#$#

���
Γ -	�:�� (a1, · · · , an) 6= (b1, · · · , bn) 	

Π =

{

(x1, · · · , xn) ∈ R
n
+ : (K̂ −

n
∑

i=1

ai(xi − S̄i
0))(K̂ −

n
∑

i=1

bi(xi − S̄i
0)) < 0

}

�
Lebesgue

H��:
0 	
�

S̄T
�

R
n
+ -��� Lebesgue

H��:
0
�
�
������:

0 	
��

P ∗(S̄T ∈ Π) = P ∗{ω : (K̂ −
n
∑

i=1

ai(S̄
i
T − S̄i

0))(K̂ −
n
∑

i=1

bi(S̄
i
T − S̄i

0)) < 0} > 0


��:�� 1 > λ > 0 	

E∗((K̂ −
n
∑

i=1

(λai + (1 − λ)bi)(S̄
i
T − S̄i

0))
+)

= E∗([λ(K̂ −
n
∑

i=1

ai(S̄
i
T − S̄i

0)) + (1 − λ)(K̂ −
n
∑

i=1

bi(S̄
i
T − S̄i

0))]
+)

< E∗(λ(K̂ −
n
∑

i=1

ai(S̄
i
T − S̄i

0))
+) + E∗((1 − λ)(K̂ −

n
∑

i=1

bi(S̄
i
T − S̄i

0))
+)

= λE∗((K̂ −
n
∑

i=1

ai(S̄
i
T − S̄i

0))
+) + (1 − λ)E∗((K̂ −

n
∑

i=1

bi(S̄
i
T − S̄i

0))
+)

�,���
���

Γ  6	��� E∗((K̂ −
∑n

i=1 ai(S̄
i
T − S̄i

0))
+) = 0

�!"3
	
��

S̄t #$�%&�'(
(a1, · · · , an) ∈ Γ

4
E∗((K̂ −

∑n
i=1 ai(S̄

i
T − S̄i

0))
+) = 0 


.9�(�
�
)*�

	+�,--

./��

8



��
3.1.3 �� L̂ > 0

(�
L > erT

(��+, (2)
4	+�+, (3)

.9�
min(a1,···,an)∈Rn E∗((K̂ −

∑n
i=1 ai(S̄

i
T − S̄i

0))
+)

s.t. E(
∑n

i=1 ai(S̄
i
T − S̄i

0)) = L̂
(3)

��#
����(� f(a1, · · · , an) = E∗((K̂ −

∑n
i=1 ai(S̄

i
T − S̄i

0))
+)
�

���+,
(2) -( f(a1, · · · , an)

�
(ā1, · · · , ān)

3���	
��
(ā1, · · · , ān)

3(
E(
∑n

i=1 āi(S̄
i
T − S̄i

0)) = L̂′
�

�/3��,-Γ��(�� (ā1, · · · , ān) /∈ Γ
(���+���(f(ā1 , · · · , ān) = 0

�
��(�����

ā′i = āiL̂/L̂′ i = 1, · · · , n

���,2

sup
x1,···,xn∈R

n

+

{K̂ −
n
∑

i=1

ā′i(xi − S̄i
0)} ≤ 0, E(

n
∑

i=1

ā′i(S̄
i
T − S̄i

0)) = L̂

��(
f(ā′1, · · · , ā

′
n) = 0

(�+,
(3) ���1�� 0 �

�� (ā1, · · · , ān) ∈ Γ
(�� ��

L̂′ = L̂�� L̂′ 6= L̂
(� λ = L̂/L̂′

(�
0 < λ < 1 ��� E(

∑n
i=1 λāi(S̄

i
T − S̄i

0)) = λL̂′ = L̂
(

��
E(
∑n

i=1 āi(S̄
i
T − S̄i

0)) = L̂′ 6= 0
(
� (ā1, · · · , ān) 6= 0

(
�
f(λ(ā1, · · · , ān))

= f(λ(ā1, · · · , ān) + (1 − λ)(0, · · · , 0))

≤ λf(ā1, · · · , ān) + (1 − λ)f(0, · · · , 0)

= λf(ā1, · · · , ān) + (1 − λ)f(0, · · · , 0)

= f(ā1, · · · , ān) + (1 − λ)f(0, · · · , 0) − (1 − λ)f(ā1, · · · , ān)

= f(ā1, · · · , ān) + (1 − λ)(f(0, · · · , 0) − f(ā1, · · · , ān))

≤ f(ā1, · · · , ān)

�� (0, · · · , 0) ∈ Γ
(��3+,-��� !."-	:"#$%�� (0, · · · , 0) /∈ Γ

(
�� f(0, · · · , 0) = 0

(��&'(��
f(ā1, · · · , ān) > 0

((3+,-��) !."-	:"#$�* ( f(λ(ā1, · · · , ān)) < f(ā1, · · · , ān) ��� (ā1, · · · , ān)
!�+,

(2) ��	+(�,��-.�( L̂′ = L̂
(�,���


L ≤ erT �(/012�3:45612�(��+,789.:�9
��7;-���<=

L > erT �>?�*+,
(3) -�.�/0@ABC�D(+,E�4/0�F+,#

min
(a1,···,an−1)

E∗((K̂ −
n
∑

i=1

ai(S̄
i
T − S̄i

0))
+) (4)

G- an = (L̂ − E(
∑n−1

i=1 ai(S̄
i
T − S̄i

0)))/E(S̄n
T − S̄n

0 )
�

(a1, · · · , an−1)
��H�D�

9



�+, (4) -�BC�D� F (a1, · · · , an−1)
(����)���)�&#

F (a1, · · · , an−1) = (K̂ −
n
∑

i=1

aiS̄
i
0)P (D0) −

n
∑

i=1

aiS̄
i
0P (Di)

= K̂P (D0) −
n
∑

i=1

aiS̄
i
0(P (Di) − P (D0))

G- D0 =
{

ω :
∑n

i=1 aiS
i
T exp{−uiT} < K̂ +

∑n
i=1 aiS̄

i
0

}

Di =
{

ω :
∑n

i=1 aiS
i
T exp{−uiT +

∑n
k=1 σjkσikT} < K̂ +

∑n
i=1 aiS̄

i
0

}

§3.2 $%���
�

§3.1 -(����+, (4) -BC�D F (a1, . . . , an−1)
�����(G-��� n−1 E�4,	�.
� n + 1

 ��(��1�	
��������� F (a1, · · · , an−1)
�/0��(����	�.�������($���/��� �!"�#$%&'(��1�
)*

3.2.1
��� {

(a1, · · · , an−1) ∈ R
n−1 : sup(x1,···,xn)∈R

n

+
{K̂ −

∑n
i=1 ai(xi − S̄i

0)} > 0
} -(BC�D

F (a1, · · · , an−1)
�

(a1, · · · , an−1)
�����D�

��#
��� {

(a1, · · · , an) ∈ R
n : sup(x1,···,xn)∈R

n

+
{K̂ −

∑n
i=1 ai(xi − S̄i

0)} > 0
} -(�, 3.1.2���

f(a1, · · · , an)
������� F (a1, · · · , an−1) = f(a1, · · · , an−1, an)

(+
an
�

(a1, · · · , an−1)
��H�D(
� F (a1, · · · , an−1)

�
(a1, · · · , an−1)

�����D�
��� {

(a1, · · · , an−1) ∈ R
n−1 : sup(x1,···,xn)∈R

n

+
{K̂ −

∑n
i=1 ai(xi − S̄i

0)} > 0
}  6(��,-&'

F (a1, · · · , an−1) = 0 �
)*

3.2.2 .� ε > 0, δ > 0
(/0

F (a1, · · · , an−1) ≥ εδ
∑n−1

i=1 |ai| − K̂ �
��#

� I1 = {i : ai ≤ 0}, I2 = {i : ai > 0} �1�&( F (a1, · · · , an−1) = E∗((K̂ −
∑n

i=1 ai(S̄
i
T − S̄i

0))
+).,&�.923�

P ∗ 	( S̄i
t = S̄i

0 exp{
∑n

j=1(σijŴ
j
t − σ2

ijt/2)}
(

Ŵt
�

P ∗ 	#$
n 4C5%&�'���%&�'���(��,- P ∗(S̄i

T ∈ (aS̄i
0, bS̄

i
0) |S̄−i

T ) > 0 ��6
S̄−i

T 78 (S̄1
T , · · · , S̄n

T ) -9 S̄i
T  6���( 0 < a < b ��

ε = min{S̄i
0/2; i = 1, · · · , n}

(�

P ∗(S̄i
T − S̄i

0 < −ε) = P ∗(S̄i
T < S̄i

0 − ε)

≥ P ∗(S̄i
T < ε)

> 0

P ∗(S̄i
T − S̄i

0 > ε) > 0


� P ∗

{

S̄i
T − S̄i

0 < −ε for i ∈ I2

S̄i
T − S̄i

0 > ε for i ∈ I1

}

> 0

10



�
δ = min

{

P ∗

(

S̄i
T − S̄i

0 < −ε for i ∈ I2

S̄i
T − S̄i

0 > ε for i ∈ I1

)

:
I1 ∩ I2 = Ø

I1 ∪ I2 = (1, · · · , n)

}

��
(I1, I2)

�..�������
��(
� δ > 0 ���

F (a1, · · · , an−1) = E∗((K̂ −
n
∑

i=1

ai(S̄
i
T − S̄i

0))
+)

≥ E∗(−
n
∑

i=1

ai(S̄
i
T − S̄i

0))
+ − K̂)

≥ E∗

(

(−
n
∑

i=1

ai(S̄
i
T − S̄i

0))
+

∣

∣

∣

∣

∣

S̄i
T − S̄i

0 < −ε for i ∈ I2

S̄i
T − S̄i

0 > ε for i ∈ I1

)

− K̂

≥ nδε
n
∑

i=1

|ai| − K̂

≥ δε
n
∑

i=1

|ai| − K̂

����
���#BC�D

F (a1, · · · , an−1)
�.�����	�	
�

��� 3.2.1
4,*�(�
.

����BC�D
F (a1, · · · , an−1)

��	
� 0
(�.����	+(�+	�.�����	�	
�

��1��F+,-(��BC�D�����D(�+��.�����	�	
(��	�#�����.����F!"�#(��	�1�����	���	+�
��
��D�����(/:��	�#�!"�/BC�D���������������!���(���D��E�2��� !"#���-�$6�
//0���%�,-(&/����%����

� bi = E(S̄i
T − S̄i

0), i = 1, · · · , n
(�

an = (L̂ −
∑n−1

i=1 aibi)/bn

F (a1, · · · , an−1) = f(a1, · · · , an−1, an)

�: i = 1, · · · , n − 1
(

∂

∂ai
F (a1, · · · , an−1) =

∂

∂ai
f(a1, · · · , an−1, an) +

∂

∂an
f(a1, · · · , an−1, an)

∂an

∂ai

=
∂

∂ai
f(a1, · · · , an−1, an) −

bi

bn

∂

∂an
f(a1, · · · , an−1, an)

'()������ i = 1, · · · , n, ∂
∂ai

f(a1, · · · , an−1, an) = −E∗((S̄i
T − S̄i

0)1D) ��))�*+�
���
E∗(S̄i

T1D) = S̄i
0P (Di), E∗(1D) = P (D0)

(
�
∂

∂ai
f(a1, · · · , an) = −S̄i

0(P (Di) − P (D0))

∂

∂ai
F (a1, · · · , an−1) = −S̄i

0(P (Di) − P (D0)) − biS̄
n
0 (P (Dn) − P (D0))/bn

= −S̄i
0P (Di) − biS̄

n
0 P (Dn) + (S̄i

0 − biS̄
n
0 /bn)P (D0))

�),�*(�
-+/$ .�!���	�#�!"���
11



� ���������	

�+�
,-��28+,�4/0��(GBC�D��

F (a1, · · · , an−1) = (K̂ −
n
∑

i=1

aiS̄
i
0)P (D0) −

n
∑

i=1

aiS̄
i
0P (Di)

G-
K̂ = K/BT − 1, L̂ = L/Bt − 1

bi = E(S̄i
T − S̄i

0) = (L̂ −
n−1
∑

i=1

aibi)/bn

Di = {ω :
n
∑

i=1

aiS
i
T exp{−uiT +

n
∑

k=1

σjkσikT} < K̂ +
n
∑

i=1

aiS̄
i
0}

D0 = {ω :
n
∑

i=1

aiS
i
T exp{−uiT} < K̂ +

n
∑

i=1

aiS̄
i
0}

�:�� P (Di)
(�

/

Monte-Carlo
�#%�����	+�!-(�
��� ��E��/

1000000
 �7%����.� P (Di) �
(��	�#�!"4BC�D
���-��%���	+�
/������	�#�!"�	+(G���$���$��+2�(���)����(��BC�D��� ���%������!�"����E#��D
E#($�!"��%#(�&*��'	(��()()(*��'	 2 *(&+,-�

!"�
�#�	�
(1)
�� ��+ A = (a1, · · · , an−1)

(� ��./01 delta
4���� length

%

(2) �� an
4�D

F �
�2	��� pgrad
%

(3) A = A − length ∗ pgrad
%

(4) ��!� an 3�D F �
4�� grad
%

(5) ���D F �
� 0
(4	

(9) 52)�%
(6) �� grad ��	: delta

(4	
(9) 52)�%

(7) �� grad ��� pgrad �
6(�!��D
�8���D
#(78�
A = A + length ∗ pgrad

(
length = length/2

%

(8) A = A − length ∗ grad
(

pgrad = grad
(()

(4)
%

(9) 52)� A
(

grad �2BC�D F �
�
�$ �#-(��������9"#��($���:;�#�1���(�+!<=>�#�?@��'(A!B�/

Matlab
!��CD��CDA(�
/� 1000000

 ��D�E�� 
��E���7(��FG<=�����HI���:;����(CDJ��/��KLM
���@NOP�����(	��Q��R%�#S�T.�U(�9�VWX�� MatlabYZ�
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CD�&���D����	�
s0:

56���
0
�����

sigma:
56�����C��D
�'�8U� DLM(��;A� Σ

U:
56����D/012�

r:
456����D12�

$,��D��	�
���FG�D
K: �
&��12��5
L: �&��/012�
T:

	/��
$� �D����&�

delta: ��#./���	�
length: �#!"�����
$� �D��#�?@�K1���
	+�
!��H/!��D��	�)��

�����
�
��.��56��(�D��	�
s0 =

[

1 1 1
]′

;

sigma =







−.4326 .2877 1.1892
−1.6656 −1.1465 −.0376

.1253 1.1909 .3273







U = [0.20.3, 0.17]′ ;
r = 0.15;
K = 1.15;
L = 2;
T = 1;
delta = 0.0001;
length = 10;GA

sigma
���������LM�8�)��	�

� /� ���� �� ��/ !"/ !"�D �� �
( )

�
( ) �D

1 0.8725 (0.4061,0.8328,0.8773) (0.0075,-0.0043) 5.22 32.74 11

2 0.8606 (0.4156,0.8145,0.8604) (0.0081,-0.0047) 5.27 32.08 11

3 0.8740 (0.4191,0.8051,0.9093) (0.0084,-0.0047) 5.27 31.96 11

4 0.8687 (0.4138,0.8055,0.9086) (0.0084,-0.0047) 5.22 32.03 11

5 0.8792 (0.4317,0.8052,0.9166) (0.0116,-0.0067) 5.22 37.85 13

6 0.8623 (0.4172,0.8141,0.8794) (0.0080,-0.0047) 5.21 31.96 11

7 0.8702 (0.4520,0.7875,0.8951) (0.0075,-0.0042) 5.22 34.94 12

8 0.8700 (0.4255,0.8100,0.8887) (0.0086,-0.0049) 5.22 31.97 11

9 0.8520 (0.4016,0.8363,0.8221) (0.0069,-0.0039) 5.22 32.02 11

10 0.8520 (0.3964,0.8195,0.8448) (0.0068,-0.0039) 5.21 32.02 11

$$���D���!(��"#���/��$7�B�%&'�
((R�#!)�
0.025 ����*(R���	�.�!"�D�+, 7

H-.�
CD!"�C8/01

'(,(23!��$�4�) 1 3) 9
H���8/0�
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�����
�
��.��56��(�D����
s0 =

[

1 1 1 1 1
]′

;

sigma =















−0.4326 1.1909 −0.1867 0.1139 0.2944;
−1.6656 1.1892 0.7258 1.0668 −1.3362;
0.1253 −0.0376 −0.5883 0.0593 0.7143;
0.2877 0.3273 2.1832 −0.0956 1.6236;
−1.1465 0.1746 −0.1364 −0.8323 −0.6918;















U =
[

0.13 0.15 0.2 0.18 0.21
]′

;

r = 0.11;
K = 1;
L = 1.5;
T = 1;
delta = 0.01;
length = 10;

$3� sigma
����������LM(��)����

� /� ���* �� ��/ !"/ !"�D �$ �
( )

�
( ) �D

1 .2994 (.09,.00,.65,.03,.40) (-.0114, .0007,.0942,-.0265) 8.85 175.21 38

2 .2967 (.08,.10,.65,.02,.30) (-.0291,-.0193,.0788, .0044) 8.95 62.61 14

3 .3036 (.10,.00,.66,.04,.38) (-.0124,-.0016,.0919,-.0353) 8.90 355.15 79

4 .3002 (.09,.00,.66,.04,.38) (-.0113,-.0414,.0852,-.0294) 8.89 215.58 48

5 .2996 (.10,.00,.69,.02,.38) (-.0161,-.0040,.0774,-.0075) 8.90 139.89 31

6 .3041 (.12,.00,.68,.02,.38) (-.0181, .0009,.0954,-.0160) 8.95 180.16 39

7 .3031 (.11,.00,.67,.03,.39) (-0.172, .0009,.0954,-.0241) 8.89 246.68 46

8 .3005 (.10,.00,.70,.02,.36) (-.0195,-.0780,.0691,-.0049) 9.56 190.59 36

9 .3035 (.11,.00,.66,.04,.39) (-.0127, .0004,.0924,-.0346) 9.56 387.28 77

10 .3014 (.12,.00,.65,.01,.40) (-.0194,-.0063,.0957,-.0035) 9.83 98.15 21

11 .3045 (.12,.00,.65,.06,.36) (-.0233, .0007,.0914,-.0285) 8.95 121.83 27

12 .3015 (.12,.00,.65,.01,.40) (-.0261, .0004,.0958,-.0050) 8.96 144.24 32

$���"��B����/��$�'((R!)� 2.5% ����*�U�!�#(��.�!"�D�U��#�'(,A!�B�$��4) 2 3) 10 3) 11
H!"�C8/0� 2

2���	
��������� ���
128 M CPU

�
Pentium II 350MHZ
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5.1.1 (

278�� ){Wt = (W 1
t , · · · ,W d

t ),Ft; 0 ≤ t < ∞}
�� 

(Ω,F , P ) S� n

4C5'�8U( F ⊇ Ft
(����

(Ω,F , P ) S�1���2 M = {Mt : 0 ≤ t ≤ ∞}
(

�� M0 = 0
+

M
���-�.��(��,OD�3�C Y j = {Y j

t ,Ft : 0 ≤ t ≤ ∞}
(

/0��
/ 0 < T < ∞

(

E(

∫ T

0
(Y j

t )2dt < ∞ j = 1, · · · , n (1)

Mt =
n
∑

j=1

∫ t

0
Y j

s dW j
s 0 ≤ t < ∞ (2)

���,�� OD�3�C Ŷ j
/0

(1)
K

(2)
(2�

n
∑

j=1

∫ T

0

∣

∣

∣Y
j
t − Ŷ j

t

∣

∣

∣

2
dt = 0

$ ���;� [6] �$$ ��
��������,*�
���

{W,F , P} ��S( 0 < T < ∞
(�� X

�� 
FT−

�3���E�(/0
EX2 < ∞

(2��,OD�3�C Y j = {Y j
t ,Ft : 0 ≤ t < ∞}

(/0
(1)
K

X = E(X) +
n
∑

j=1

∫ T

0
Y j

t dW j
t

)*
5.1.2 (Girsanov �� ){Wt = (W 1

t , · · · ,W d
t ),Ft; 0 ≤ t < ∞}

�
(Ω,F , P ) S� d−

4C5'�8U( r
�� 

Ft− 9��4�C(, (Ω,Ft)
S� P �����3� P ∗

t

�
��

/ A ∈ Ft, P
∗
t (A) = E(exp{

∫ t
0 rudWu −

∫ t
0 ‖ru‖

2 du/2}1A) ��� exp{
∫ t
0 rudWu −

∫ t
0 ‖ru‖

2 du/2}
�2(2����

/ 0 ≤ T < ∞
(

{W̃t = Wt −
∫ t
0 rudu,Ft; 0 ≤ t < T}

-
�

(Ω,Ft, P
∗
T ) S� d− 4C5'�8U�

$ �����;� [6] �

��� � !"#$%&�'�()
*+

5.2.1
&

n > 1
�, ∂

∂ai
E∗((K̂ −

∑n
i=1 ai(S̄

i
T − S̄i

0))
+) = −E∗((S̄i

T − S̄i
0)1D)

,$3
D =

{

ω :
∑n

i=1 ai(S̄
i
T − S̄i

0) < K̂
}

-.�
/

Xi = S̄i
t − S̄i

0,X = (X1, · · · ,Xn),X−i = (X1, · · · ,Xi−1,Xi+1, · · · ,Xn)���,,
X−i

���
012�, Xi
�3���0��E�,4+	012*

5��,0�
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(1) ���
�� n = 1
0>��&

a > 0
�

∂

∂a
E∗((K̂ − aX)+) =

∂

∂a

∫ K̂/a

−∞
(K̂ − ax)P ∗(dx)

=
∂

∂a
(K̂/a)(K̂ − ax)|x=K̂/a +

∫ K̂/a

−∞

∂

∂a
(K̂ − ax)P ∗(dx)

= −

∫ K̂/a

−∞
xP ∗(dx)

= −E∗(X1(K̂−aX>0))

&
a < 0

�

∂

∂a
E∗((K̂ − aX)+) =

∂

∂a

∫ ∞

K̂/a
(K̂ − ax)P ∗(dx)

=
∂

∂a
(K̂/a)(K̂ − ax)|x=K̂/a +

∫ ∞

K̂/a

∂

∂a
(K̂ − ax)P ∗(dx)

= −

∫ ∞

K̂/a
xP ∗(dx)

= −E∗(X1(K̂−aX>0))

&
a = 0

�
�� K̂ > 0

,�
∂

∂a
E∗((K̂ − aX)+) = lim

a′→0
(E∗((K̂ − a′X)+) − K̂)/a′

= lim
a′→0

(K̂P ∗(1a′X<K̂) − K̂)/a′ − lim
a′→0

E∗(X1a′X<K̂)

= − lim
a′→0

E∗(X1a′X<K̂)

1��1����&,S�0��K/0�����0�"�
lim
a′→0

E∗(X1a′X<K̂) = E∗(X lim
a′→0

1a′X<K̂) = E∗(X) = E∗(X10×X<K̂)

�� K̂ < 0
,�

∂

∂a
E∗((K̂ − a′X)+) = lim

a′→0
E∗((K̂ − a′X)+)/a′

lim
a′→0+

E∗((K̂ − a′X)+) = lim
a′→0+

E∗((
K̂ − a′X

a′
)+)

= E∗( lim
a′→0+

(K̂/a′ − X)+)

= 0

lim
a′→0−

E∗((K̂ − a′X)+) = lim
a′→0−

(−E∗((
K̂ − a′X

−a′
)+))

= −E∗( lim
a′→0−

(K̂/(−a′) + X)+)

= 0
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"� ∂
∂aE∗((K̂ − a′X)+) = 0 = −E∗(X10×X<K)

�� K̂ = 0
,2�

∂

∂a+
E∗((K̂ − a′X)+) = lim

a′→0+
E((−a′X)+)/a′

= E∗((−X)+)

= −E∗(X1X<0)

∂

∂a−
E∗((K̂ − a′X)+) = lim

a′→0−
E((−a′X)+)/a′

= −E∗(X+)

= −E∗(X1X>0)

���
�&
K̂ = 0, a = 0 �, E∗((K̂ − aX)+)

�
a
� ��D

∂

∂a+
E∗((K̂ − aX)+) = E∗((−X)+)

∂

∂a−
E∗((K̂ − aX)+) = −E∗(X+)

,G�>?,
∂

∂a
E∗((K̂ − aX)+) = −E∗(X1K̂−aX>0)

(2)
&

n > 1 �,
∂

∂a+
E∗((K̂ −

n
∑

j=1

ajXj)
+) =

∂

∂a+
E∗(E∗((K̂ −

n
∑

j=1

ajXj)
+)|X−i)

= E∗(
∂

∂a+
E∗((K̂ −

n
∑

j=1,j 6=i

ajXj − aiXi)
+|X−i))

���
/ X−i

0�	
Xj = xj(j 6= i)

,
�
n = 1

0���
&

K̂ ′ = K̂ −
∑n

j=1,j 6=i ajxj 6= 0
�

ai 6= 0 �,
∣

∣

∣

∣

∂

∂a
E∗((K̂ ′ − aiXi)

+)

∣

∣

∣

∣

= |−E∗(Xi1D| ≤ E∗(|Xi|)

&
K̂ ′ = K̂ −

∑n
j=1,j 6=i ajxj = 0

4
ai = 0 �,

∣

∣

∣

∣

∂

∂a+
E∗((K̂ ′ − aiXi)

+)

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣E∗((−Xi)
+)
∣

∣ ≤ E∗(|Xi|)

∣

∣

∣

∣

∂

∂a−
E∗((K̂ ′ − aiXi)

+)

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣−E∗((Xi)
+)
∣

∣ ≤ E∗(|Xi|)

4
P (K̂ −

∑n
j=1,j 6=i ajxj = 0) = 0

,"�S���K��0�����0�

E∗(
∂

∂a+
E∗((K̂ −

n
∑

j=1,j 6=i

ajXj − aiXi)
+|X−i)) = E∗(−E∗(Xi1D|X−i)) = −E∗(Xi1D)

��
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main.m

function main(s0,sigma,U,r,K,L,T,delta,length)

home;

c1=clock;

n=size(sigma,1);

step=2;

port=zeros(101,1);

port(1)=10000;

pgrad=zeros(n,1)+10;

if abs(det(sigma))<0.1

’there may be arbitrage!!!’

return;

end

B=exp(r*T);

K=K-B;

L=L-B;

S=mysimu(s0,sigma,U,T);

b=mean(S)’-s0/B;

A=zeros(n,1);

A(n)=L/b(n);

p=zeros(n,1);

S=S*diag(exp(-U*T));

sigma=exp((sigma*sigma’)*T);

c2=clock;

while (step<100)

tK=K/B+A’*s0;

p0=sum(S*A<tK)/1000000;

tmp=sigma*diag(A);

p=sum(S*tmp’<tK,1)’/1000000;

p=diag(s0)*p;

grad=p-b*p(n)/b(n)-B*(s0-b*s0(n)/b(n))*p0;

if (grad’*grad<delta)

break;
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end

port(step)=tK*p0-A’*p;

if (port(step)<10^(-12))

break;

end

if (port(step-1)>port(step) & port(step-1)-port(step)<0.0001)

break;

end

if (grad’*grad>pgrad’*pgrad | port(step)>port(step-1))

A=A-length*pgrad;

length=length/10;

fprintf(’\n length become to %d\n’, length);

A=A+length*pgrad;

A(n)=0;

A(n)=(L-A’*b)/b(n);

else

step=step+1;

pgrad=grad;

A=A+length*grad;

A(n)=0;

A(n)=(L-A’*b)/b(n);

end

end

c3=clock;

fprintf(’\n\n\n the portfolio is \n\n’);

fprintf(’%8.2f\t’,A);

fprintf(’\n\n the grad at A is \n\n’);

fprintf(’%8.6f\t’,grad);

port(step)=tK*p0-A’*p;

fprintf(’\n\n the value of the option is\n %8.6f\n’,port(step));

fprintf(’\n\n\n\n time cost in creat random sample:\t’);

disp(etime(c2,c1));

fprintf(’\n\n\n\n time cost in search:\t’);

disp(etime(c3,c2));

fprintf(’\n\n\n\n time cost total:\t’);

disp(etime(c3,c1));

close;

figure;

plot(port(2:step));

axis([1 step-1 port(step) port(2)]);

19



xlabel(’step number’);

ylabel(’value of the option’);

title(’search process for minimum of option price’);

set(gca,’xtick’,1:step-1);

set(gca,’ytick’,port(step):0.1:port(2));

���������
mysimu.m

function [S]=mysimu(s0,sigma,U,T)

n=size(sigma,1);

sig=zeros(n,1);

W=randn(1000000,n);

W=W*sigma’;

sig=sum(sigma(:,1:n).*sigma(:,1:n),2);

for i=1:n

W(:,i)=W(:,i)+(U(i)-sig(i)/2)*T+log(s0(i));

end

S=exp(W);
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