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GENRES DE TODD ET VALEURS AUX ENTIERS
DES DERIVEES DE FONCTIONS L

par Christophe SOULE

Le théoreme de Hirzebruch-Riemann-Roch calcule la caractéristique d’FKuler-Poincaré
d’un fibré holomorphe F sur une variété complexe X projective et lisse :

(1) V(E) = /X ch(E) TA(TX) .

Dans cette identité le genre de Todd Td(-) est la classe caractéristique multiplicative
associée a la série formelle

x r 2?2 2t
Td(x) = =14+ 4 2
e e A R T o R
que l'on peut aussi écrire

X

Td() =1 3 ((-m) T

m>0

9

m

ou ((s) est la fonction zéta de Riemann. Ce lien entre le genre de Todd et les valeurs
aux entiers de la fonction zéta peut paraitre fortuit. Mais I'analogue de 1'égalité (1)
en géométrie d’Arakelov fait intervenir, en plus du genre de Todd classique, la classe
caractéristique additive associée a la série

R(x) = Z (ZC'(—m) + <1+ % —|—~~+%)C(—m)>%,

ou ('(s) est la dérivée de la fonction zéta. Et siles nombres rationnels ((—m) (autrement
dit les nombres de Bernoulli) apparaissent dans de nombreux calculs, il est par contre
tres rare de rencontrer les nombres réels ('(—m) avec m impair. Le but de cet exposé
est de montrer comment, plus généralement, les avatars du genre de Todd en géométrie
d’Arakelov permettent d’obtenir des formules, nouvelles ou déja connues, impliquant
les valeurs aux entiers des dérivées des fonctions L de la théorie des nombres.Si X est
un schéma régulier, projectif sur un ouvert du spectre de 'anneau des entiers d’un
corps de nombres, muni d’'une action du schéma en groupes G des racines n-iemes de
I'unité, n > 1, Kohler et Roessler ont démontré un analogue équivariant du théoreme de
Riemann-Roch en géométrie d’Arakelov. Ce «théoreme de Lefschetz arithmétique) [23]
comporte aussi une correction au genre de Todd équivariant habituel. Ses coefficients
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sont donnés par les valeurs aux entiers négatifs de la dérivée en s de la fonction zéta de
Lerch définie, si Re(s) > 1, par la formule

((z8) =Y =, 2€C, 2| = 1.

m>1

Si x est un caractere de Dirichlet modulo n, cette fonction est liée a la fonction L de

Dirichlet (m)
Liy,s) = X7
(x; s) ngl .
par une transformée de Fourier sur le groupe (Z/n)*. Par ailleurs, une formule célebre
de Chowla et Selberg (étendue par Gross [19], Anderson [1] et Colmez [11] aux variétés
abéliennes de type CM) calcule les périodes d’une courbe elliptique a multiplication
complexe a I'aide des dérivées a 'origine des fonctions L de Dirichlet [12].

Kohler et Roessler ont montré que leur théoreme de Lefschetz arithmétique fournit
une nouvelle preuve des formules de Chowla-Selberg, Gross, Anderson et Colmez (a
peu de choses pres). Maillot et Roessler [30] ont abordé le cas d’une variété quelconque
sur un corps de nombres, munie d’une action de G. Outre les résultats précédents,
ils obtiennent un calcul des périodes du groupe H?(X) quand X est une surface, et
H?(X) quand X est une hypersurface de dimension d. Leur résultat est la premiere
confirmation, en dehors des variétés abéliennes, d'une conjecture de Gross et Deligne
sur les motifs & multiplication complexe [19].

Apres avoir introduit la géométrie d’Arakelov (§1) et énoncé les théoremes de
Riemann-Roch (§2, Th. 2.1) et de Lefschetz arithmétiques (§3, Th. 3.1), nous mon-
trerons, en suivant [29], que cette formule se simplifie énormément quand on I'applique
au complexe de De Rham d’une variété projective et lisse sur un corps de nombres X,
munie d’'une action de G. Le résultat principal (§4, Th. 4.4) est une réécriture de la

transformée de Fourier de I'identité initiale. Il affirme qu’une certaine combinaison de
L'(x.,0)
, - o o : LOc0)
caractere de Dirichlet impair et primitif modulo n. La section 5 détaille ce calcul, et

logarithmes de périodes de X est un multiple entier explicite de oll y est un
on discute dans la section 6 le cas d'une variété abélienne. On fait alors le lien avec la
conjecture de Gross et Deligne et avec la formule de Chowla-Selberg. Il faut toutefois
signaler que les égalités ainsi obtenues ne sont pas aussi précises qu’on le souhaiterait.
Elles souffrent en effet d’'une ambiguité, due au fait que le complexe de De Rham ne
s’étend pas en général, de fagon équivariante, a un modele entier de X. L’appendice
donne par contre un exemple d'une courbe elliptique de type CM pour laquelle la
méthode fournit un résultat sans cette ambiguité.

Pour terminer, nous évoquerons brievement d’autres travaux reliant la géométrie
d’Arakelov aux valeurs des dérivées de fonctions L, y compris celles associées aux formes
modulaires [30] [25] [26]. C’est un domaine en plein essor.

Je tiens a remercier Maillot et Roessler pour m’avoir beaucoup aidé a préparer cet
exposé. L’exemple traité en appendice leur est di. Je remercie aussi Kudla pour ses
commentaires sur ce manuscrit.
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Notation : si M est un groupe abélien et si K est un corps, on notera My le K-espace
vectoriel M ®7 K.

1. GEOMETRIE D’ ARAKELOV

Dans cette section et la suivante nous décrivons les principales notions de la géométrie
d’Arakelov. Pour des exposés de synthese plus détaillés, voir [37] [36] [4] et 'exposé [7]
de ce séminaire.

1.1. Appelons variété arithmétique la donnée d’'un schéma X régulier et projectif
sur S = Spec(Z). La conjugaison des coordonnées munit ’ensemble X (C) des points
complexes de X d’une involution F,, : X(C) — X(C). Pour un entier p > 0 on note
ZP(X) le groupe des cycles algébriques de codimension p sur X, i.e. les combinaisons
formelles finies Y ng Zo, na € Z, ot les Z, C X sont des fermés de codimension p

dans X. On notoé aussi DPP(Xg) (resp. APP(Xg)) lespace vectoriel réel des courants
réels (resp. des formes différentielles réelles) de type (p, p) sur X (C) sur lesquel(le)s F%
agit par multiplication par (—1)?. Un courant de Green pour le cycle Z € ZP(X) est
un élément g de DP~1P~1(XR) tel que

(2) dd°g+ 67 =w,

ou w € APP(XR), 0 € DPP(Xg) est le courant d’intégration sur les points complexes
de Z , et dd° = % 00 . Le groupe de Chow arithmétique C/Jﬁp(X ) est engendré par les
couples (Z, g), ou Z € ZP(X) et g est un courant de Greende Z. On a (Z,9)+(Z',¢") =
(Z+Z',g+ ¢') et on impose les relations

(div(f), —log |f|* + Ou + Jv) =0

dans él\{p(X), ou u (resp. v) est un courant de type (p—2,p—1) (resp. (p—1,p—2)) et
f € k(Y)* est n’importe quelle fonction rationnelle non nulle sur un sous-schéma fermé
integre Y C X de codimension p — 1. Le cycle div(f) est le diviseur de f et —log |f|?
est le courant obtenu en associant a toute forme différentielle sur X (C) l'intégrale sur
Y (C) de son produit avec la fonction intégrable — log | f|*.

A tout morphisme algébrique f : X — Y entre variétés arithmétiques sont associés
des morphismes d’image inverse

F CH(Y) — CH (X).
De plus, il existe un produit d’intersection arithmétique
= p+q

CH'(X)® CH'(X) = CH" " (X)q.

~p+
Ce produit est compatible aux images inverses. On notera qu’au lieu de CH’ q(X ) on
peut aussi considérer, et ¢’est plus naturel, le Q-espace vectoriel défini de la méme fagon

—~ p+
que cH’ q(X ) mais en prenant pour générateurs les couples (Z, g), ou Z € ZPT1(X)q
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et g € DPra=bpra=l(Xp) est un courant de Green de Z. De méme pour les espaces
vectoriels CHP(X ) utilisés plus loin.

1.2. Un fibré hermitien sur X est la donnée d'un couple E = (E, h), ou E est un fibré
algébrique sur X et h une métrique hermitienne C'*° sur le fibré holomorphe E¢ sur
X(C) associé a F, cette métrique étant invariante par F.,. On peut associer a tout fibré
hermitien F des classes caractéristiques telles que les classes de Chern é,(E) € C/Jﬁp(X ),
le caractere de Chern

ch(E) € CH (X)g = @ CH (X)qg
p=>0
et la classe de Todd
Td(E) € CH (X)g .
Si par exemple L = det(E) est la puissance extérieure maximale de E, la premiere
classe de Chern

_ o~
est la classe du couple (div(s), —log||s||?), ou1 s est n'importe quelle section rationnelle
non nulle de s sur X et ||s|| la norme de cette section.

Ces classes caractéristiques vérifient les propriétés usuelles de fonctorialité, normali-
sation et comportement par produit tensoriel. Si £ = E' @ E” est la somme directe de
deux fibrés algébriques et si la métrique sur E¢ est la somme directe orthogonale des
métriques sur E¢ et E¢ on a

et
Td(E) = Td(E") Td(E") .
Mais ces formules ne sont plus valables en général pour une suite exacte

0—-FE —FE—E"—0,

et ce quel que soit le choix des métriques sur les trois fibrés.

2. THEOREME DE RIEMANN-ROCH ARITHMETIQUE

2.1. Soit X une variété arithmétique. On définit comme suit une application Q-linéaire
d’intégration sur X

/X . CH (X)g — R.
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L’image de la classe a d'un couple (Z, g) est nulle sauf si Z = > n, x est un cycle de

dimension zéro et g est un courant de degré maximum sur X (C), auquel cas
1
a =Y nglog(#k(z))+ —/ g.
/X ; 2 Jx(©)

On a noté #k(x) le cardinal du corps résiduel au point fermé z € X (un corps fini), et
défini de g comme étant celle d'une forme cohomologue a ce courant. Le morphisme

—~ 1
/ :CH () —R
S
est un isomorphisme.

2.2. Soit M un Z-module de type fini et h un produit scalaire hermitien sur Mc,
invariant par la conjugaison complexe. On pose

deg(M) = / ¢ (det(11))

Si Mios est le sous-groupe de torsion de M et si Mg est muni de la mesure euclidienne
définie par h, on a

. M
deg(M) = log(# Mo ) — log vol (ﬁ) .

2.3. Soit X une variété arithmétique et hx une métrique hermitienne sur le fibré
tangent T X (C), invariante par F,,. Notons wy € A'(Xg) la forme telle que

i g0 0 _
Wy = % < hX (a—za,a—zﬁ) dZad25

pour tout choix d’une carte locale (z,) sur X(C). On suppose que hx est Kahler,
c’est-a-dire dwy = 0.

Si E est un fibré hermitien sur X, les groupes de cohomologie HY(X, E) sont de type
fini. Pour tout entier ¢ > 0, ’espace vectoriel complexe

HY(X, E)c = H'(X(C), Eg)

est canoniquement isomorphe a celui des formes différentielles harmoniques de type
(0,q) sur Ec. On note A% (X (C), E¢) 'espace vectoriel de toutes les différentielles C>
de type (0, q) a coefficients dans E¢. Il est muni du produit scalaire hermitien hy2 défini

par
hro2 = —
L (OZ,B) /);(C)(Oé, ) d' )

ou d = dime X (C) et (o, 3) désigne le produit scalaire ponctuel associé au choix des
métriques sur X (C) et Ec. La restriction de hr2 aux formes harmoniques définit un
produit scalaire hermitien sur H?(X, F)¢.2.4.Soient

d: A"(X(C), Ec) — A»(X(C), E¢)
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I'opérateur de Cauchy-Riemann et 0* son adjoint pour la métrique L?. L’opérateur de
Laplace A, = 00" 4+ 0*0 a un spectre discret formé de nombresréels positifs ou nuls.

On note A\; < Ay < A3 < ... sesvaleurs propres strictement positives (répétées selon
leur multiplicité) et
Gls) =) A"
n>1

sa fonction zéta. Cette série converge si Re(s) > d, elle admet un prolongement
méromorphe au plan complexe, et n’a pas de pole a l’origine ; on peut donc prendre sa
dérivée en zéro. On pose
T(Ec) =) (=1)""q¢(0)
q20

(cf. [31]).2.5.Si E¢ est un fibré holomorphe sur X (C) invariant par Fi,, on note ch(E¢)

et Td(Ec) ses classes caractéristiques usuelles dans @& HPP(Xg), ou HPP(Xg) est le
p=>0

sous-espace de la cohomologie réelle de X (C) de type (p,p) ou F., agit par (—1)?. On
définit aussi une classe

R(Ec) € ® HP(XR),

p=0
compatible aux images inverses et additive :
R(E: ® E{) = R(E¢) + R(E{) .

Si Lc est un fibré inversible et = ¢;(L¢) € H''(Xg) sa premiere classe de Chern on
a R(L¢c) = R(x), ou R(x) est la série formelle

R(x) = Z (2(’(—m) + <1+ % —l—---—i—%)C(—m))—.

m>1

2.6.Dans la situation de 2.2 on pose

X(E) = (=1)" deg(H(X, E), hy2) .

q=0

Le théoreme de Riemann-Roch arithmétique [18] [7] (dans sa version «a la Hirzebruch»)
est le suivant :

THEOREME 2.1 ([18], Th. 7). — On a l’égalité entre nombres réels

WB) -~ 3 T(Ee) = [ () Ta) -5 [ - MBS TATX(€) RITX (D))
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Remarques. —

i) Si X est lisse sur Z, Ta(X) est la classe de Todd rI“?i(TX, hx). En général on
la définit a l'aide du complexe tangent a X (cf. op. cit.). Elle dépend de la
métrique hy.

ii) La preuve du théoreme 2.1 repose pour une large part sur les travaux d’analyse
globale de Bismut et de ses collaborateurs, dont l'article [5].

3. THEOREME DE LEFSCHETZ ARITHMETIQUE

3.1. Soit n > 1 un entier et G = Spec(Z[T]/(T™ — 1)) le schéma en groupes des racines
n-iemes de I'unité. Supposons donnée une action

pw:GxX—X

de G sur une variété arithmétique X. On note Y = X% le schéma des points fixes de G.
(’est aussi une variété arithmétique. Soit £ = (F, h) un fibré hermitien sur X tel que
I’action de G se prolonge a E et préserve la métrique h. L’action de G sur la restriction
de F a Y équivaut a la donnée d'une graduation

E|Y = & Lk,

u€Z/n

([16], Prop. 4.7.3). Si V est un ouvert de Y, I’action de G fournit en effet un morphisme
de Oy (V)-modules :

W' B(V) = B(V) @ Z[T]/(T" - 1).

Si s € E(V) on pose
pw(s) = Z Sy @ T,
u€Z/n
Le module E, (V) C E(V), u € Z/n, est celui des composantes s,, quand s décrit E(V).

Les composantes E,c de la restriction de E¢ a Y(C) sont orthogonales pour la
métrique h. On les munit de la métrique induite par h.

3.2. On fixe désormais une racine n-ieme primitive de 1'unité v € C* et l'on note
g € G(C) I'élément correspondant. Fixons une métrique de Kéhler hy sur TX(C),
invariante par G et F,. Pour tout entier ¢ > 0, le G-module H?(X, E) définit une
graduation

HY(X,E)= & HYX,E),,

u€Z/n
orthogonale pour la métrique L?. On pose

deg,(HU(X, E)) = Y deg(HU (X, E),, hy2)~"

u€Z/n
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et
Xo(E) = (~1)7 deg,(HU(X, E)).

q>0

On a aussi une décomposition orthogonale

A"(X(C),Ee) = @ A"(X(C), Ec),

u€Z/n
et, si (,.(s) est la fonction zéta de la restriction de A, a A% (X (C), E¢),, on pose
Ty(Ec) =) (=1)™q Y .0)7".
q=0 u€Z/n
Les nombres {,(E) et cette torsion analytique équivariante T,(Ec) sont des nombres

complexes.

3.3. Soit K = Q(vy) C C le corps cyclotomique des racines n-iemes de l'unité. Le
caractere de Chern équivariant de la restriction de E & Y est

chy(B) = Y ch(E,)~" € CH (Y)k.

u€Z/n
Désignons par A¥(E), k > 0, les puissances extérieures de £ et posons
Ai(E) =) (1) ARE).

k>0

C’est un fibré hermitien virtuel, c’est-a-dire un élément du groupe abélien associé au
monoide des fibrés hermitiens, muni de la somme directe orthogonale. On note

chy(A_1(E)) = Y (—1)* chy (A*(E)) .

Soit NV le fibré conormal & Y dans X, muni de la métrique induite par hx. On munit
TY (C) de la métrique hy induite par hy et I'on note Td(Y) € CH (Y)q la classe de
Todd arithmétique de (Y, hy) (cf. 2.6, Remarque i)). On pose

Td,(X) = chy(A_1 (NY)) "' Td(Y)

dans GI\-I(Y)K
On définit de méme des classes
chy(Ec) = Y ch(Euc)y"
u€Z/n
et
Tdy(TX(C)) = chy(A1(Ng)) ™' Td(TY (C))
dans @ HPP(Yg)k.

p=>0
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3.4. La genre R possede également un analogue équivariant. Pour tout nombre com-
plexe z de module un, considérons la fonction zéta de Lerch
Zm
((z8) =) el
m>1

Cette série converge si Re(s) > 1, et admet un prolongement méromorphe au plan
complexe. Si ('(z, s) est sa dérivée par rapport a s, on introduit les séries formelles

m

et

R(z, ) = % (R(2.7) — R(Z,—1)).

On note R(z,-) la classe caractéristique additive en cohomologie complexe telle que, si
L¢ est un fibré holomorphe inversible on ait

R(Z, L(C) = R<Z7 Cl(L(C)) :
La restriction de TX(C) a Y(C) admet une graduation
TXOyey= & TX(Cu,

u€Z/n
et I'on pose
R,(TX(C)) = > R(",TX(C).).

u€Z/n
3.5.

THEOREME 3.1 ([23], Th. 7.14). — Sous les hypothéses précédentes, on a l’égalité en-
tre nombres complexes

GB) = 5 T(Be) = [ y(B) T, 5 [ (o) Tay(TX(C) Ry(TX(C))
Remarques. —

i) La preuve du théoreme 3.1 utilise & nouveau des résultats analytiques difficiles de
Bismut et de ses collaborateurs [2][6].

ii) Les constructions et les résultats précédents restent valables si, au lieu de
S = Spec(Z), on prend pour base S des variétés arithmétiques un ouvert dans
le spectre des entiers d'un corps de nombres. La seule différence est que les
théoremes 2.1 et 3.1 sont alors des égalités dans les groupes éﬁl(s )o et él\{l(S e
respectivement.

Si par exemple F' est un corps de nombres et que 1’on fixe un plongement com-
plexe F' C C, on pourra prendre S = Spec(F) et noter X (C) les points complexes
pour le plongement choisi d'une variété X projective et lisse sur F. L’involution
F. agit trivialement sur X(C) et I'intégration [, associe & un couple (0,g) de
dimension zéro I'intégrale de £ g sur X(C). Si & C R est le Q-espace vectoriel
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engendré par les éléments log ||, a € F*, le théoréme 2.1 est alors une égalité
dans )
CH (S)g =R/S

et le théoreme 3.1 est une égalité dans
—~1
CH (S)x =C/C,

ou C est le K-espace vectoriel engendré dans C par les éléments log |a|, a € F™.

4. PERIODES DES VARIETES A MULTIPLICATION COMPLEXE

4.1. Soient n > 1 un entier, et ' C C un corps de nombres plongé dans les complexes.
On suppose que F' contient le corps cyclotomique K = Q(u,) des racines n-iemes de
I'unité. Posons G = Spec(F[T]/(T™—1)), choisissons une racine de I'unité n-iéme prim-
itive v € C* et notons g € G(K) I’élément correspondant. Choisissons une métrique de
Kihler G-invariante sur X ; soit 2 le fibré hermitien des différentielles sur X. Maillot et
Roessler ont eu I'idée d’appliquer le théoréme de Lefschetz arithmétique (Théoreme 3.1,
Remarque ii)) au fibré hermitien virtuel A_;(Q). A cause de la proposition suivante,
son énoncé se simplifie considérablement :

PROPOSITION 4.1. — On a
i) Ty(A-1(2c)) =0
ii) chy(A_1(Qc)) Tdy(TX(C)) = *P(TY (C))
i) [, chy(A_1(Q)) Tdy(X) = 0.
La classe ¢™P(TY(C)) est celle dont la restriction & toute composante de Y (C) de
dimension d est égale a ¢;(TY (C)). On déduit de la proposition 4.1 et du théoreme 3.1
Pégalité

) W) =~ [ A(rX(©)en iy (©)

dans C/C. Seule la composante Réo) de degré zéro de R, intervient dans l'intégrale.

Cette formule montre que x,(A_1(£2)) ne dépend pas du choix de la métrique hx.

4.2. Le groupe de Galois Gx = Gal(K/Q) est canoniquement isomorphe a (Z/n)* par
lapplication qui & o € G associe 'élément u € (Z/n)* tel que
o(y) =",
Si auw € (Z/n)* on associe un des cotés de l'identité (3) ou 'on a remplacé g par
g", on obtient une fonction de (Z/n)* a valeurs dans C/C. Nous allons calculer les
transformées de Fourier sur (Z/n)* de ces deux fonctions.
Soit
x:(Z/n)* — S!
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un caractere de Gi, que nous supposerons primitif et impair. On prolonge y par zéro
a I’ensemble Z/n et 'on note aussi x(m) I'image par x de la classe modulo n de I'entier
m. Soit

ceGgk
la somme de Gauss associée a x et 7.
Pour tout u € Z/n, on définit comme suit des périodes

P,(H"*(X)) e C*/F*.

Si k > 0 est un entier considérons la cohomologie de De Rham H.(X). C’est un
F-espace vectoriel, muni d'une action de G et donc d'une graduation

H5R<X) = & HsR(X)u-
u€Z/n
Le complexifié
Hip(X), @ C = HE(X(C), O),

admet une autre F-structure, a savoir la cohomologie de Betti (= cohomologie sin-
guliere) a coefficients dans F, notée H{(X(C), F),. Si vgr est un générateur de la
droite detr HY,(X), sur F et si vp est un générateur de la droite detyp Hi (X (C), F),,
I'élément P,(H*(X)) € C*/F* est la classe du nombre complexe A tel que

(4) VdR — )\’UB

dans detc H*(X(C),C),. C’est une période au sens de [14], auquel on se réferera pour
la comparaison des cohomologies.

PROPOSITION 4.2. — Dans C/C on a l’égalité

S oxe) Do (1P degy g HUX, AP Q) = —7(x) D (—1)F D" x(u) log |P.(HH(X))].

oeGk p=0,g>0 k>0 u€(Z/n)*

4.3. Soit L(x,s), s € C, la fonction L de Dirichlet de x. Si Re(s) > 1, elle est donnée
par la série absolument convergente

Lix,s) = Z X(”:) .

m
m>0

Posons HP?(X(C)) = HY(X(C), A? Q).
PROPOSITION 4.3. — On a [’égalité de nombres complexes

% > X(U)/

Ry () (TX(C)) P(TY(C))
oeGx Y(©)

= r<x>2<—1>’“”<x’§f > > pdime H(X(O))u x(u).

k>0 L(X’ w€(Z/n)* p+q=Fk

On déduit de 1'égalité (3) pour o(g), 0 € Gk, et des propositions 4.1, 4.2 et 4.3 (ou
I'on remplace x par son conjugué), le théoreme suivant :
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THEOREME 4.4 ([29] Th. 1). — Dans C/C on a l’égalité
DD Y x(u)log |P(HNX))

k=0 u€(Z/n)*
_ L'(x,0) . .
) ;(_1)k mue(%/:n)* erzq;kpdlmC(H (X(C))u) x(u).

5. PREUVE DES PROPOSITIONS 4.1, 4.2 ET 4.3

5.1. Pour montrer la proposition 4.1, ii) et iii), on note d’abord que, si £’ @ E” est la
somme directe orthogonale de deux fibrés hermitiens G-invariants sur X, on a

(5) chy(A1(E' @ E")) = chy(A_1(E")) chy(A-1(E")).

Or le fibré Q est la somme directe orthogonale de TY et du fibré conormal NV. Par
conséquent

(6) chy(A-1(9)) = chy(A_1(NY)) ch(A_(TY)) .
Pour tout fibré hermitien F sur Y on a la formule
. _ ~top E\/
(7) B (B)) = D
Td(EV)

En effet la formule (5) et le principe de scindage (dans sa version arithmétique) ramenent
la preuve de cette identité au cas ou E est de rang un, qui suit de la formule évidente

L —
-~ Td(—x)"
Il suit du paragraphe 3.3, de (6) et de (7) que
(8) chy(A1 () Tdy(X) = &*(TY).

S ~d
Sur une composante Yy de Y de dimension d, la classe ¢*P(TY) est dans CH (Y5)g.
L’énoncé iii) de la proposition 4.1 suit donc du fait que l'intégration fYo est nulle en
degré autres que d+ 1 (cf. 2.1 et 3.5, Remarque ii)). La proposition 4.1, ii) suit de (8).

5.2. La proposition 4.1 i) est due a Ray et Singer si n = 1 [31]. Posons
AP = AY(X(C),A1Q¢) .
La décomposition de Hodge
API — HPL g a(Ap—l,q) ® 6*(Ap+17q) ’

oll HP? désigne les formes harmoniques, implique que le cobord 9 : AP? — APTL4 induit
des isomorphismes

o* (Ap+1,q> — D(AP9)



955-13

qui commutent a I'action de G et a celle du laplacien. Les valeurs propres de celui-ci sur
ces deux espaces interviennent avec des signes opposés dans la définition de T, (A_; (£2c)),
d’ou I'énoncé.

5.3. Pour démontrer la proposition 4.2, on utilise d’abord l'identité

9) > o(v") x(0) = 7(x) x(u)

ce€Ggk

(valable pour tout u € Z/n), pour en déduire

(10) 37 x(0) Y (—1)P deg, ) HI(X, AP Q)

oeGK Dq

B NEy Ee?g(HsR(X)u)(Zaw)uxw))

k>0 ue(Z/n)* oGk

= T(X)Z(_l)k Z &E(HSR(X)U)W

k>0 u€(Z/n)*

On compare ensuite ge;g(HgR(X)u) et log|P,(H*(X))|, pour un choix convenable
de hy (rappelons que, d’apres (3), la somme (10) ne dépend pas de hy). Soit
[H] € HZ(X(C), K(1)) la classe d’une section hyperplane de X(C) (ou K(1) est le
twist & la Tate). On supposera que [H| est invariante par G et que (2mi) '[H]
est la classe [wg] de la forme wy (cf. 2.3) dans HZ(X(C),C). Le cup-produit
par [H| vérifiant le théoreme de Lefschetz vache, on peut définir un opérateur
x: HE(X(C),K) — HE(X(C), K(d)) par les formules habituelles, avec d = dimy(X)
(cf. par exemple [21]). Le cup-produit par (27i)wy sur les formes différentielles C'*°
complexes sur X (C) vérifie aussi le théoreme de Lefschetz vache, et l'opérateur x*
associé a ce cup-produit vérifie (aux signes pres) les mémes formules que son analogue
algébrique [38]. Si trp : H¥(X(C), K(d)) — K est le morphisme trace en cohomologie
de Betti [14], et si a,b sont les classes dans HE (X (C),C) de deux formes différentielles
a et (3, on a donc

trp(a U *b) :/( )a A*3 ==+ hp(a, B)(2m)% .
X(C

Si var et vp sont des générateurs de det H5,(X), et det HE(X), respectivement on a
donc, d’apres (4),

_ db,
deg(l—](’jR(X)7 hr2) = —log ||varl|2 = —log ||vs||s — log || — 5 log(2)

olt || - ||z est la norme sur det HE(X (C), C) définie par trp(a Uxb) (métrique de Hodge)
et b, = dimg HY,(X),. Comme ||vg|p est dans F* et |A\| = |P,(H*(X))], on trouve
que

- db,
(11) deg(Hjjp, hy2) = —log |P,(H*(X))| — 5 log(2m)
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dans R/log|F*|. Le nombre b, ne dépend pas de u, comme on le voit en faisant agir
Gal(C/Q) sur les coefficients de H% (X (C), C). La transformée de Fourier de la fonction
constante 2« log(2m) est donc nulle en y et la proposition 4.2 résulte de (10) et de (11).

5.4. Pour montrer la proposition 4.3 on remarque d’abord que, par définition (cf. 3.4),
(12) RO(TX(C) = Y ru(¢'(7",0) = ¢'(v7,0),
u€Z/n

ou r, est le rang du fibré TX(C),.
Comme x est impair, on déduit de (6) que, si Re(s) > 1,

(13) 5 3 (Clo), ) ~ Clo(3),9)) x(0)

ceGgk

= > (0(v).5)x(0)

ceGKi

= 23 T e)

m>10€Gg

v(m)
= )Y A

m>1
= 7(0) L(X, 5) -
Les égalités (12) et (13) impliquent

(14) > x(@) RO (TX(©) =27() L'(x,0) [ D x(u)r,

c€Gp u€Z/n

LEMME — Dans C/C on a égalité

To f)/u top
—+ ro | P(TY(C
/ NEED o= (©)

uw€EL/n
u#0

_ /m) (Z(—l)ppchg(/\p QC)> Td,(TX(C)).

p=>0

PREUVE DU LEMME — Pour tout fibré G-invariant E¢c sur Y(C), considérons le
polynome

$(Ec,t) =Y (—1)"chy(A” Eg) 7.

p>0

(15) ¢(Ec @ B¢, t) = ¢(Eg, t) o(EE, 1)
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Si Ec = @ L; est une somme directe de fibrés inversibles telle que g agit sur L; par
J

multiplication par 7; € C*, on a donc, en notant ¢'(Ec,t) la dérivée de ¢(Ec,t) par
rapport a t,

(16) (=1 pehy(\Ee) = ¢ (Fe, 1) = o(Fe, 1 (Zd)/ )

p=>0
Si g agit sur un fibré inversible L par multiplication par v on calcule, en posant z =
Cl(L)7
o(L,t) =1—e"t.
Par conséquent le terme de degré 0 de (Z((LLﬁl)) est — 1—'_% siy#1, et — % siy=1. On
déduit donc de (16) que

s - e (345 o)
u;éO

p

D’apres la proposition 4.1, ii), on sait que
#(0c,1) = Td,(TX(C))™ TV (),

d’ou le résultat.

FIN DE LA PREUVE DE LA PROPOSITION 4.3 — Si z # 1 on a ((z,0) = %. On
déduit donc de (13) que

an) 3 x(0) 29 = S (0) (o), 0) = () L(x.).

ceGx 1 _0-(’}/) ceGgk

D’apres un théoreme de Dirichlet et 1’équation fonctionnelle, ce nombre est non nul

—_
I

puisque x est primitif et non trivial. Par ailleurs, la formule de Lefschetz pour les fibrés
holomorphes implique

/Y((C) (Z(—l)Ppchg(AP Q@)) ng<TX((C))
Z Z(—l)ﬁ+qp dime Hpq(X((C))u .

u€Z/n p.q
La transformée de Fourier de cette identité et de celle du lemme montre donc, compte
tenu de (17), de (13) et du fait que y est nul en dehors de (Z/n)*,

1 a1 Pq v
_ L()Q,O)Z(_l) pdimc(HPY(X(C),) x(u).

u?p7q

La proposition 4.3 suit de (14) et de (18).
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6. GENERALISATIONS DE LA FORMULE DE CHOWLA-SELBERG

6.1. Le théoreme 4.4 montre que deux sommes alternées sur £ > 0 sont égales. Maillot
et Roessler conjecturent que cette identité est vraie terme a terme ([29], Conjecture A).
Ils le démontrent dans certains cas :

THEOREME 6.1 ([29], Th. 1, Th. 2, Cor. 4.2 ¢t Cor. 4.3). — Sik =1, sik = 2 et
dim(X) = 2, ou si X est une hypersurface de dimension k > 1, l’égalité suivante est
vraie dans C/C:

S () log |PL(HH(X))]

uE(Z/n)*

Z S (1) pdime(HP(X(C)),) x(u).

uE(Z/n) p+q=k

6.2. L’égalité du théoreme 6.1 étant compatible a la dualité de Poincaré, et triviale
pour k = 0, il suffit de la montrer pour £ = 1. On pourra alors supposer que X est une
variété abélienne A sur F sur laquelle G agit par multiplication complexe (remplacer
X par sa jacobienne). On sait alors que le cup-produit

A* Hip(A) — Hgp(A)
est un isomorphisme. Si l'on choisit sur A(C) la métrique de Kéhler invariante par

translation et de volume un, ces isomorphismes sont compatibles a la métrique L2

Sachant que, si M et N sont des F-espaces vectoriels hermitiens, et si r est le rang
de M,

dog, (A* M) = : _(;)_(1?!— Al deg, (M),

|
deg, (M & N) = deg, (M) + deg,(N)
et - -
deg,(M") = —deg_,(M),
on peut calculer le terme gauche de 'égalité (3) quand X = A. On trouve ([29]
Lemma 2.10 et p. 749)

(19) L@ =~ Y (12

ou

Les points fixes de I'action de G sur A(C) sont en nombre fini, égal & N par le théoreme
de Lefschetz pour les fibrés holomorphes. Compte tenu de (12) on a donc

(20) /Y (C)Rg(TX(C))ctOP(TY =N > r(d(y"0) = (v7,0).

u€Z/n
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Apres transformation de Fourier sur (Z/n)*, il résulte de (3), (14), (19) et (20) que, si
X est un caractere primitif impair de (Z/n)*,

—L(%.0) > x(u)deg(Hip(A)) =2L(%.00( Y X(u)ry).

ue(Z/n)* ue(Z/n)*

Comme 7, = dim¢ H'(X(C)),, le théoréme 6.1 résulte alors de (11).

6.3. Supposons que n = p est un nombre premier ; soit I'(s) la fonction Gamma.
Si we (Z/n)" et si k > 0, on note (p(u),q(u)) le type de Hodge de la droite
det(H*(X(C),C),). On peut trouver des nombres rationnels (a), a € (Z/n)*, tels que

CEDIECIE

a€Z/p

ou [-] désigne la partie entiere ([13, 36], Lemme 6.12).

COROLLAIRE ([29]) — Si k=1, si k = 2 = dim(X), ou si X est une hypersurface de
dimension k, pour tout u € (Z/n)* on a 'égalité dans R/(RNC) :

e(a/u)
log | P, (H*(X))| = log | T] T (1—%)

a€Z/p

Remarques. —

i) Pour démontrer ce corollaire, Maillot et Roessler utilisent le théoreme 6.1, une
formule classique ([11], II1.1.2.2) exprimant la dérivée logarithmique de L(x, s) en
s = 0 en termes de valeurs de I'(s) et la relation

P,(H(X)) - P_,(H*(X)) = (2mi)"

dans C*/F*, qui provient de la dualité de Poincaré et du théoreme de Lefschetz
vache.
ii) Une conjecture de Gross et Deligne ([19], p. 205) affirme que, pour tout en-
tier k>0, et tout u € (Z/n)*, la période P,(H*(X)) est le produit de
e(a/u) _
IIr <1 - %) par un élément de Q*. En dehors du cas des variétés

a€Z/p
abéliennes de type CM (i.e. k= 1), rien n’était connu avant ce corollaire.

iii) Quand k = 1, cette conjecture de Gross et Deligne est une généralisation démontrée
par Gross [19] et Anderson [1] de la formule de Chowla-Selberg [12] concernant les
périodes des courbes elliptiques de type CM. Colmez a rendu plus précis ce résultat
en calculant la hauteur de Faltings des variétés abéliennes de type CM [11]. Dans
[24], Th. 1.3, Kohler et Roessler utilisent leur théoreme de Lefschetz arithmétique
sur la base S = Spec(Or[1/n]) pour retrouver la formule de Colmez, a I’addition
pres d'un élément du K-espace vectoriel engendré dans C par les éléments log(p),
ou p est un diviseur premier de n.
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iv) La preuve de [24] utilise un fibré ample hermitien inversible équivariant sur la
variété A. Comme me l'ont fait remarquer Maillot et Roessler, les arguments de
[29] présentés ci-dessus permettent aussi de retrouver la proposition 5.1 de [24] et
d’éviter ainsi tout calcul de torsion analytique (comparer loc. cit. avec (3), (19) et
(17)). On donnera en appendice un exemple ou cette méthode conduit exactement
a la formule de Chowla-Selberg.

7. COMPLEMENTS

7.1. Comme K C C, on peut identifier les éléments v € (Z/n)* = Gal(K/Q) aux
plongements complexes o : K — C et réécrire I’égalité du théoreme 6.1 sous la forme

/
S (@ ogl B (H )] = TP S0 (<1 pdime(HP(X(C)) x(o)
o K—C o pt+q=k
dans C/C. Maillot et Roessler conjecturent que cette identité reste vraie quand on
remplace H*(X) par n'importe quel motif défini sur F', & coefficients dans un corps K
pas nécessairement abélien sur QQ, dont tous les plongements complexes se factorisent
par I ([29], Conjecture A).

7.2. On peut étendre les théoremes 2.1 et 3.1 a l'image directe par un morphisme
f X — Y entre deux variétés arithmétiques tel que 'application X (C) — Y'(C) induite
par f soit une submersion ([18], [17], [39] ; pour la partie analytique, voir [2] et [6]).
Maillot et Roessler en déduisent dans [30] des formules pour le caractére de Chern
arithmétique sur Y de la cohomologie de De Rham relative. Celles-ci font intervenir la
dérivée logarithmique de L(x, s) en un entier s tel que —dim(Y/S) < s < 0. Dans [22]
Kohler étudie aussi cette situation et démontre un analogue arithmétique du principe
de proportionalité d’Hirzebruch.

7.3. D’autres travaux portent sur la famille universelle de variétés abéliennes sur une
variété de Shimura Y. Si Y n’est pas complete, il faut étendre la théorie d’intersection
arithmétique en imposant a la forme w de la formule [19] d’avoir des singularités loga-
rithmiques a l'infini [8] [28] [10]. Dans ce contexte, Bost [9] et Kiihn [28] ont montré
que l'auto-intersection du dualisant relatif de la courbe elliptique universelle sur Xo(N)
est le produit de 2 '(—1)+((—1) par [SLa(Z) : T'o(NN)]/2. On ne sait pas pour l'instant
interpréter leur formule par un théoreme de Riemann-Roch arithmétique.

7.4. Des formules telles que celles évoquées en 7.2 et 7.3 résultent aussi des travaux
de Kudla et de ses collaborateurs sur la généralisation en rang supérieur de la formule
de Gross-Zagier [20] et la valeur au centre de symétrie des dérivées de fonctions L
automorphes (voir [26], [27] et 'exposé [25] de ce séminaire). Gross m’avait signalé il y a
longtemps qu’un multiple de (’(2) (i.e. {'(—1) par I’équation fonctionnelle) est présent
dans ses calculs avec Zagier [20] ; on peut espérer qu'une variante du théoreme 2.1
permettra d’aborder ces calculs différemment.
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APPENDICE : UN EXEMPLE

Considérons la courbe elliptique E sur Q complétée de la courbe affine plane

d’équation
v =2+6.
Nous allons calculer la hauteur de Faltings géométrique de E. Soit X C PZ le schéma
projectif d’équation homogene
vr=a3+62°.

C’est un modele de F sur S = Spec(Z). Le critére jacobien montre qu'’il est lisse sur S
en dehors des points fermés A et B de coordonnées (0,0, 1) dans la fibre de X sur Fy et
F3 respectivement. On vérifie que X est un schéma régulier, et que x et y fournissent
des parametres locaux aux points A et B. L'ouvert U = X — {A, B} est le modele
de Néron de E sur Z ([34], Cor. 9.1). Notons i : S — U sa section nulle et i* Q, la
restriction a l'origine du fibré des différentielles de U sur S. Le complexifié de * 2, est
canoniquement isomorphe a espace H°(E(C),Q¢) des différentielles holomorphes sur
E(C). On le munit du produit scalaire hermitien tel que la norme ||a|| d’une forme «
soit donnée par la formule

1
(A1) P = & / anal.
271' E((C)

Par définition ([17], [14] 1.2), la hauteur de Faltings de E sur Q est le degré du Z-module
inversible hermitien *(£2,) :

(A2) h(E/Q) = deg (2.

Si A est le discriminant minimal de E sur Q, la hauteur géométrique de E ([14], loc.
cit.) est donnée par la formule

1
(AS) hgeom(E) = h’<E/Q) - E lOg(|A|)
(on utilise ici [35] et le fait que E a potentiellement bonne réduction).
Soit w le fibré dualisant relatif de X sur S, c’est-a-dire I'unique fibré inversible pro-

longeant €2,. Si f: X — S est le morphisme de définition de X on a

w=f"i"Q,,
puisque c’est vrai sur U, et il suit de (A1), de (A2) et de la formule de projection que
(A4) W(E/Q) = deg(H"(X,w), hy2)

pour tout choix d’une métrique hx sur 7X(C).

Le schéma en groupes G = Spec(Z[T]/(T® — 1)) agit sur X. On suppose que hx est
F.. et G-invariante, on choisit la racine 6-ieme primitive v = exp(27i/6) dans C* et on
note g € G(C) I'élément correspondant. Il agit sur le point de coordonnées homogenes
(x,y, z) par la formule

g(ZE,y,Z) = (721.7 _y,Z) .
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Le schéma Y des points fixes de G sur X a trois composantes : A, B et I’adhérence
Yy dans X du point (0,1,0) de E. On va appliquer le théoreme 3.1 au fibré hermitien
virtuel A_;(@). Puisque la torsion analytique équivariante est nulle (Proposition 4.1,
i)), le terme gauche de 1'égalité du théoreme 3.1 est

. _ 1 _ . _ . A L
(A5) Xg(A-1(@)) = 5 Ty(A-1(@e)) = Xg(A-1(@)) = X9 (Ox) = Xy (@x) -
La dualité de Grothendieck montre que H'(X,wy) = H%X,0x) = Z et que
HY(X,0x) = H°(X,wx)". Sil'on choisit hx pour que E(C) ait volume 1, ces isomor-
phismes respectent les métriques. De plus, comme df est une différentielle invariante

sur E(C), 'action de g sur H(X,w)c est la multiplication par y~'. Par conséquent

(A6) R9(Ox) = Xg(@x) = (v = 77") deg(H (X, w), hz2).

Calculons maintenant le coté droit de I'identité du théoreme 3.1. Puisque Yy — S est
I'identité on a

(A7) | i@ Ta, ) =o.

Par ailleurs, le fibré tangent a A = Spec(Fq) est trivial, et, puisque x et y sont des
parametres de son anneau local dans X, la restriction & A du fibré conormal NV est un
espace vectoriel de dimension 2 sur [y, ol ¢ agit avec les valeurs propres 72 et v3. On
en déduit

1—~7t

(A8) /A Ty (@) T (X) = (735777 os(2)
et, de méme,

~ o~ B 1—~71 o
(A9) [ Bol01(@) Tdy(X) = s oa(3).

Soit x le caractere quadratique de Q(ug). D’apres les propositions 4.1 ii) et 4.3, et la
formule de [11], 111.1.2.2, on a

(A10) -3/ - haA) T, (TX(C) By (TX(C)
i (%ﬁ lo8(T(1/3)/7(2/3) — 2 10g(3) — L 1og<2>> .

Sachant que y? = x3 4 6 est une équation de Weierstrass minimale globale de E ([33]
p. 172), on calcule

(A11) A=-203°
Il résulte du théoréme 3.1 et de (A4) ... (All) que
3 1
gcom(E) = —2 10g(T(1/3)/T(2/3)) + § loa(3).

conformément a la formule de Chowla-Selberg ([15], 1.5).
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