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0. INTRODUCTION

Mes travaux de recherche portent sur les représentations de groupes finis, algébriques et quan-
tiques ; j'essaie en particulier de comprendre les catégories dérivées, homotopiques ou stables
correspondantes.

J’ai commencé mes recherches par I’étude de représentations modulaires de groupes finis. La
conjecture de Broué sur les catégories dérivées de blocs a groupe de défaut abélien (ainsi que
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la version pour les groupes réductifs finis) a été la motivation de l’essentiel de mes travaux
dans ce domaine. J’ai été amené a des travaux reposant en partie importante sur de 1’algebre
homologique et comprenant une part de géométrie (variétés de Deligne-Lusztig).

J’ai été également intéressé par les caracteres des modules simples pour les groupes symétriques ;
ceci m’a conduit a travailler sur les algebres de Hecke dans un premier temps. Dans un second
temps, j’ai réalisé I'intéret d’étudier plutot les représentations modulaires de groupes quantiques
ou algébriques sur un corps algébriquement clos, ou ’'on dispose d’une structure beaucoup plus
riche sur la catégorie des représentations. L’étude des modules simples peut alors y étre avan-
tageusement remplacée par 1’étude des modules basculants, voire de certaines catégories de
foncteurs entre catégories homotopiques ou dérivées. Il me semble qu'une certaine 2-catégorie
de foncteurs (§3.4) entre différents blocs de groupes algébriques (ou de groupes quantiques,
d’algebres de Lie semi-simples ou affines complexes) est un objet crucial; j’aimerais en avoir
une compréhension géométrique.

1. LA CONJECTURE DE BROUE SUR LES BLOCS A DEFAUT ABELIEN

1.1. Généralités. L’étude des représentations modulaires des groupes finis s’est portée de
plus en plus vers la théorie locale des blocs (on s’intéresse aux représentations sur un corps
k assez gros de caractéristique ¢ > 0 ou sur un anneau de valuation discrete complet O de
corps des fractions K de caractéristique nulle et de corps résiduel k). Son objet est de relier les
représentations modulaires d’un groupe fini G aux représentations modulaires de sous-groupes
locaux de G, i.e., les normalisateurs de f-sous-groupes non triviaux.

La conjecture d’Alperin (reformulée par Robinson) exprime le nombres de modules simples
dans un bloc comme somme alternée de nombres de modules simples dans des blocs corres-
pondants de sous-groupes locaux — cette conjecture a été précisée par Dade (pour prendre en
compte la f-valuation des degrés de caracteres irréductibles, les automorphismes extérieurs et
le centre).

La complexité d’'un bloc A est mesurée par un groupe de défaut D (un ¢-sous-groupe de G).
Lorsque D est abélien, Broué [Br] conjecture que la catégorie dérivée bornée D?(A) de A est
équivalente a la catégorie dérivée bornée du bloc B correspondant du normalisateur de D. Une
telle équivalence de catégories triangulées donne naissance a un isomorphisme entre les groupes
de Grothendieck de Db(kA) et D*(kB) — en particulier, kA et kB ont alors le méme nombre
de modules simples, ce que conjecture Alperin. L’isométrie entre les groupes de Grothendieck
de DY(KA) et D°(K B) (ce sont les groupes des caractéres ordinaires) déduite de 1’équivalence
possede alors de remarquables propriétés arithmétiques : c’est une isométrie parfaite selon
Broué; j’ai construit de telles isométries pour les groupes symétriques et sporadiques dans
[1]. Comprendre ces isométries est un préalable a la construction d’équivalences de catégories
dérivées.

L’intéréet de la conjecture de Broué est que le bloc B a une structure particulierement simple.
Soit E' le quotient Ng(D, Bp)/Cq(D) ou Bp est un bloc de C(D) en-dessous de B. Alors, B
est Morita équivalent a une algebre de groupe tordue O, (D x E ), ot E est une extension centrale
de E par O*. Lorsque A est le bloc principal de G, alors B est le bloc principal de Ng(D),
E = Ng(D)/Cq(D) et B est Morita équivalent & OD x E. On pourrait aussi s’intéresser aux
structures plus fines d’algebres de source (selon Puig). Avec J. Alperin et M. Linckelmann, j’ai
repris les premiers résultats de la théorie de Puig en remplacant des techniques d’idempotents
par des constructions a base de modules [16].
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On dit qu’un complexe borné C' de (A, B)-bimodules, projectifs de type fini comme A-modules
et comme B-modules a droite, est un complexe de Rickard si C' @ g — et C* ® 4 — induisent

des équivalences inverses entre les catégories homotopiques de complexes bornés de B-modules
K*(B) et de A-modules K°(A), c’est-a-dire, si

C®pC* ~ Adans K°(A® A°) et C*®4C ~ B dans K(B ® B°).

(On note A° 'algebre opposée a A, on identifie la catégorie des (A, B)-bimodules a celle des
(A ® B°)-modules et C* = Homp(C, O) est le dual O-linéaire).

On dit alors que les algebres A et B sont Rickard équivalentes (on déduit une équivalence
D(A) = D°(B) d’une équivalence de Rickard). Si C' est concentré en un degré, on obtient

une équivalence de Morita; celles-ci sont beaucoup moins fréquentes que les équivalences de
Rickard.

Les travaux de Rickard [Ri3] ont conduit & une conjecture qui suggere que le complexe
recherché est, si ce n’est d’origine géométrique, tout au moins formé a partir de modules de
permutation (voir aussi §1.5) :

Conjecture 1.1 (Broué, Rickard). Il existe un complexe de Rickard de (A, B)-bimodules qui
sont facteurs directs de modules de permutation du type O(G x Ng(D)°)/Q, ot Q est un sous-
groupe de AD = {(z,x~ )|z € D}.

Une telle équivalence est appelée splendide. De telles conditions sur le complexe ont permis
a Rickard de déduire l'existence de complexes de Rickard pour les blocs correspondants des
sous-groupes locaux de G.

La premiere difficulté dans 'approche de cette conjecture est la construction du complexe de
Rickard.

1.2. Equivalences stables. La catégorie stable (k® A)—Stab de k® A (on peut aussi définir
une catégorie A—Stab) est le quotient de la catégorie de modules par la sous-catégorie des
modules projectifs. C’est aussi le quotient de la catégorie dérivée par la sous-catégorie des
complexes parfaits : la catégorie stable est une catégorie triangulée.

C’est un objet beaucoup plus facile a étudier que la catégorie dérivée. Une raison en est que
I’on peut reconstruire la catégorie stable a partir de la collection des sous-groupes locaux.

Une équivalence de Rickard donne lieu, par passage au quotient, a une équivalence stable :
on a un (A, B)-bimodule M tel que M ®p — et M* ®4 — sont des équivalences inverses entre
A—Stab et B—Stab, c¢’est-a-dire,

M ®@p M* ~ A dans (A® A°)—Stab et M ®4 M™ ~ B dans (B ® B°)—Stab.

(Si C' est un complexe induisant une équivalence de Rickard et M un bimodule tel que C'
et M sont isomorphes dans (A ® B°)—Stab, alors M induit I’équivalence stable entre A et B
déduite de C' par passage au quotient).

Une réponse positive a la question suivante serait une étape cruciale dans la résolution de la
conjecture 1.1 :

Question 1.2. Si M est un (A, B)-bimodule induisant une équivalence stable entre A et B,
existe-t-il un complexe C' induisant une équivalence de Rickard entre A et B et isomorphe a M

dans (A ® B°)—Stab ¢
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Cette question est a rapprocher de la conjecture d’Auslander qui prédit I’égalité du nombre
de modules simples de deux algebres stablement équivalentes.

Si A n’est pas un bloc a défaut abélien, on peut avoir une équivalence stable entre A et B sans
que les catégories dérivées D?(A) et D°(B) soient équivalentes, par exemple pour G = Suz(8),
¢ =2 et A le bloc principal.

La réponse a la question est positive lorsque D est cyclique ou d’ordre 4 (cf. §1.4.2). Avec
J. Carlson, j’ai démontré que lorsque E est un ¢’-groupe cyclique agissant librement sur D —
on dispose alors d’une équivalence stable entre A et B d’apres [Pu] —, alors une réponse postive
a la question est équivalente a la conjecture 1.1 (cf. §3.2).

Lorsque E = 1, la question se ramene a la classification des modules endo-triviaux pour kD
(les modules V' tels que Endy (V) ~ k @ libre comme kD-modules). Dade a démontré que les
modules Q"k (pour n € Z) sont les seuls modules endo-triviaux (j’ai trouvé une nouvelle preuve
plus constructive de cette assertion, dans le cas crucial ot D = (Z/¢)?). Ceci n’est plus vrai
lorsque D n’est pas abélien et fournit des exemples ou la réponse a la question est négative
pour GG un {-groupe non abélien.

1.3. Recollement. L’approche naturelle de la conjecture 1.1 est inductive : on démontre
d’abord la conjecture pour les sous-groupes locaux de G, en s’assurant de certaines compa-
tibilités. Celles-ci devraient étre choisies de maniere a permettre de construire un complexe de
bimodules pour G et Ng(D) “recollant” la collection des complexes donnés localement (au sens
de la construction de Brauer). Un tel complexe induira alors une équivalence stable et ’on sera
ramené au probleme de relever une équivalence stable en une équivalence dérivée (question 1.2).

Pour mener a bien cette technique, il semble falloir demander aux complexes de Rickard
intervenant dans la conjecture 1.1 de vérifier des conditions supplémentaires.

Dans le cas ou les complexes ne sont que des modules concentrés en degré 0, on peut effectuer
les recollements voulus. Dans [14], j’ai défini une catégorie de “faisceaux” de modules de /-
permutation (=facteurs directs de modules de permutation) pour les sous-groupes locaux de
(G, les morphismes de restriction étant donnés par le foncteur de Brauer et démontré que cette
catégorie est équivalente au quotient de la catégorie des modules de ¢-permutation de G par la
sous-catégorie des modules projectifs.

1.4. Exemples.

1.4.1. Construction de complezes. Dans [3], j’ai montré comment construire des complexes de
Rickard a deux termes C' =0 — P — M — 0, ou P est projectif. Le bimodule M est supposé
induire une équivalence entre les catégories stables. Alors, C' induit une équivalence de Rickard
si P est facteur direct d’une enveloppe projective Py de M (et la fleche P — M est la restriction
d’une surjection Py; — M), P et Py;/P n’ont pas de facteur direct non nul en commun et si le
morphisme Ky(KB) — Ko(KA) induit par C' est une isométrie. Cela permet ainsi de relever,
dans certains cas, une équivalence stable en une équivalence de Rickard.

1.4.2. Défaut cyclique ou d’ordre 4. J’ai pu démontrer grace a la construction précédente la
conjecture 1.2 pour les blocs a groupe de défaut cyclique [10] et d’ordre 4 [21].

Finalement, j’ai démontré la conjecture 1.1 lorsque D est cyclique ou d’ordre 4 (des travaux
antérieurs de Rickard et Linckelmann [Ril, Lil] avaient prouvé I'existence d’une équivalence
des catégories dérivées sans construire explicitement le foncteur, donc sans pouvoir assurer
I'existence d’une équivalence de Rickard splendide).
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Dans [10], j’ai donné un nouveau traitement de la théorie des blocs a groupe de défaut
cyclique, reposant sur l'utilisation systématique d’équivalences de Rickard splendides (parfois
en remplacement d’équivalences de Morita induites par des bimodules “compliqués”).

1.4.3. Groupes symétriques. Soit w < £, D = (Z/€)" et A le bloc de défaut D de groupe
symétrique associé au ¢-coeur

—1
A2 = ) o D w4 82 e gy (R

(w - 1) + k)£7k7

k(k — 1) k(k+1) (t—1)(¢—-2)

(w—1)+2k)F .. ( 5

( (w—1) % ..,

(w=—1)+£-1,...,

e(z; D (1),

J’ai proposé la conjecture suivante en 1991 :
Conjecture 1.3. Le bloc A est Morita équivalent au bloc principal de O(S,1S,,).

Rickard a construit en 1990 des complexes dont il conjecture qu’ils devraient induire des
équivalences de Rickard entre deux blocs quelconques de groupes symétriques ayant des groupes
de défaut isomorphes. Il a prouvé cette conjecture dans certains cas.

La conjecture 1.1 pour des groupes symétriques est conséquence de cette conjecture de Ri-
ckard et de la conjecture 1.3, qui a 'avantage de ne faire intervenir qu’une équivalence de
Morita.

La conjecture 1.3 est facile a vérifier pour w = 1. Elle vient d’étre vérifiée par Chuang [Ch]
pour w = 2.

La conjecture 1.3 a un analogue pour les blocs d’algebres de Hecke en une racine /-eme de
I'unité, sur C. Le nombre ¢ n’est plus nécessairement premier, aucune hypothese sur w n’est
nécessaire (1'algebre O(S,16,,) est a remplacer par le produit en couronne de 'algebre de Hecke
de &, par le groupe G,,). Pour ¢ = 2, 'égalité des matrices de décomposition est conséquence
de travaux de James et Mathas [JaMa]. On peut aussi démontrer qu’elle résulte de la formule
du “produit tensoriel de Steinberg” pour les modules basculants du groupe linéaire quantique.

1.5. Groupes réductifs finis. Soit G un groupe réductif connexe sur un corps fini de ca-
ractéristique différente de /. Broué a donné une version tres précise de la conjecture 1.1 pour
un tel groupe. Le complexe de cohomologie /-adique de certaines variétés de Deligne-Lusztig
devrait induire I’équivalence de Rickard entre blocs [BrMa].

Expliquons la situation dans le cas de blocs principaux. On a une variété X munie d’une action
de Gx(T'xB)°, ou T est un tore de G contenant un ¢-sous-groupe de Sylow et B un sous-groupe
du groupe de tresses du groupe de Weyl de G. Soit C' le complexe de cohomologie ¢-adique (sur
O) de X. Alors, Broué, Malle et Michel [BrMa, BrMi] conjecturent que I'action de OB sur
C' se factorise en une action d’une déformation de l'algebre de groupe de E = Ng(T')/Cq(T)
(en fait isomorphe a OF) et que le complexe de (OG, O(T x E))-bimodules obtenu induit une
équivalence de Rickard entre les blocs principaux de G et T' x E.

La restriction de C'a O(G x T°) est un objet défini & quasi-isomorphisme pres. Rickard [Ri4]
a construit un complexe bien défini dans la catégorie homotopique. C’est un complexe borné
de modules qui sont facteurs directs de modules de permutation par rapport a des fixateurs de
points de X (comparer & la notion de complexes splendides de la conjecture 1.1). Le probleme
de T'action de B est plus délicat. J’ai démontré [18] que le complexe construit par Rickard
est homotope au complexe obtenu a partir d'une résolution canonique de Godement et ai au
passage étendu la construction de Rickard du cas d'une variété sur un corps algébriquement
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clos au cas d’'un morphisme compactifiable X — S avec un faisceau d’algebres constructible
sur S. Cette construction fournit alors un “bon” complexe de O(G x (T' x B)°)-modules.

J’ai utilisé cette construction pour donner une preuve de la conjecture pour les courbes de
Deligne-Lusztig (certains cas pour G Ls, Us, Ree et Suz). J’ai démontré que pour E cyclique, la
conjecture est équivalente a la concentration en degré 0 de I’homologie de I'anneau différentiel
gradué des endomorphismes Endy oq) (C).

Pour les courbes de Deligne-Lusztig, la concentration en degré 0 résulte d’une propriété
élémentaire du complexe de cohomologie des revétements étales connexes de la droite affine,
que I'on peut voir elle-méme comme une propriété de certains complexes de cochaines pour des
groupes profinis de /-dimension cohomologique 1.

Javais auparavant vérifié la conjecture pour G Ly(q), en calculant d’abord explicitement le
complexe de cohomologie f-adique entiere C' puis en démontrant que c’était un complexe de

Rickard [7].

Avec F. Digne et J. Michel [20], j’ai étudié la conjecture pour des coefficients Q; ; nous tentons
de comprendre la cohomologie des variétés de Deligne-Lusztig et de voir que 'action du groupe
de tresses sur la cohomologie se factorise par 1'algebre de Hecke associée.

2. DEFORMATIONS : ALGEBRES DE HECKE ET GROUPES QUANTIQUES

La motivation de mon travail a été la suivante : étant donnée une algebre (libre) A sur un
anneau local @O, comment retrouver les propriétés des représentations a la fibre spéciale de O
en connaissant les propriétés des représentations aux idéaux de hauteur 17

2.1. Algebres de Hecke. Pour W un groupe de Coxeter fini, ’algebre de Hecke H de W
est une déformation de I'algebre de groupe ZW de W : c’est une R = Z[X, X ~!]-algebre libre
munie d'un isomorphisme H ®@g R/(X — 1) = ZW. Les idéaux premiers p de hauteur 1 de R
pour lesquels la fibre H® g (Ry)/p de H n’est pas semi-simple sont engendrés par des polynomes
cyclotomiques ®,, (n > 2) ou par des nombres premiers mauvais pour W (cf. §4.2 pour le role
des mauvais nombres premiers).

Supposons ¢ bon pour W (I’hypothese est vide pour W de type A). Considérons la localisation
Ry enm = (£, X —1). On aimerait alors pouvoir décrire certains aspects de la catégorie de
représentations de la fibre de H en m a l'aide des fibres en les (®,), (r > 1) (algebre de Hecke
en une racine de I'unité en caractéristique 0).

Supposons maintenant la fibre en (®,) semi-simple pour r > 2. Alors Geck [Gel] conjecture
que les modules simples sont “les mémes” en m et en (®;), i.e., que les H @z R/m-modules
simples se relevent en des H ® g R/(P,)-modules sans (-torsion. Dans [6], nous démontrons au
moins que le nombre de modules simples en m et en (®;) est le méme, comme conséquence
de la surjectivité de l'application canonique HHo(H)* — HHo(H ®r R/m)* (I'algebre ‘H étant
symétrique, cela revient a la surjectivité de I'application canonique ZH — Z(H ®pr R/m)).
Nous avons au passage donné un cadre général aux matrices de décomposition et triangle de
Brauer pour une algebre finie libre sur un anneau local intégralement clos.

Pour le type A (et des cas importants en type B et D), les caractéres des modules simples de
H en une racine de l'unité, sur C, sont connus (on les obtient & partir d'une algebre de Hecke
affine ou a partir d’'un groupe quantique et de ses modules basculants).
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La catégorie de représentations de ‘H, sur C, en une racine de I'unité, ressemble a la catégorie
des représentations d’un bloc a défaut abélien (cf. par exemple la remarque suivant la conjecture
1.3).

2.2. Pseudo-caractéres. Dans [5], suivant une idée de Serre, j’ai montré comment construire
une déformation universelle associée a une représentation de A sur le corps résiduel de O. Ceci
résulte de la caractérisation des caracteres de représentations (dans des produits d’algebres
d’Azumaya) parmi les fonctions centrales a ’aide d’une identité polynomiale (pseudo-caractéres).
L’existence de déformations universelles avait été démontrée par Mazur pour des représentations
de groupes profinis, a l’aide du critere de représentabilité de Schlessinger (L. Nyssen [Ny| a ob-
tenu des résultats similaires, par des méthodes différentes).

2.3. Groupes quantiques. Pour G un groupe algébrique semi-simple simplement connexe sur
un corps algébriquement clos de caractéristique ¢ > 0, Lusztig a défini un groupe quantique,
déformation de 'algebre des distributions de G de support l'origine. Il a conjecturé que les
modules simples de G associés a des poids restreints ont le méme caractere que les modules
simples correspondants du groupe quantique associé en une racine ¢-eme de l'unité sur C
(si £ > 2h ou h est le nombre de Coxeter de GG). Andersen, Jantzen et Soergel ont montré
comment controler la catégorie de représentations a partir d’'une algebre de dimension finie,
définie indépendamment de ¢ et en ont déduit la validité de la conjecture de Lusztig pour ¢
suffisamment grand.

La détermination des caracteres des modules simples de G peut se faire a partir de la connais-
sance des caracteres des modules basculants indécomposables (les modules basculants sont les
modules M tels que M et M* ont des filtrations de quotients des modules de Weyl ; ils forment
une bonne classe génératrice pour la catégorie dérivée). Le probleme de “recoller” les modules
basculants pour un groupe quantique en des racines ¢"-eémes de I'unité (sur C) en des modules
basculants pour G est plus naturel que 1’étude des modules simples. Je n’ai toujours pas com-
pris comment pouvait se faire ce recollement ; il me semble cependant avoir compris la nécessité
d’étudier un probleme plus “rigide”, ou ’on chercherait a comprendre des propriétés de certains
morphismes plutot que des propriétés d’objets, voire plutot des propriétés de certains foncteurs
(cf. §3.4).

Je cherche maintenant & mieux comprendre les groupes quantiques aux racines de 'unité
avant de reprendre I'étude de G. Ceci m’a conduit a tenter de mieux comprendre dans un
premier temps les représentations d’une algebre de Lie semi-simple complexe ainsi que les
faisceaux pervers sur une variété de drapeaux.

Les caracteres des modules basculants indécomposables pour un groupe quantique en une
racine de I'unité (sur C) sont donnés par les valeurs en 1 de certains polynomes de Kazhdan-
Lusztig paraboliques associés au groupe de Weyl affine et au groupe de Weyl fini, comme
I’a démontré Soergel [Soe2, Soe3] : on considére I'action de P'algebre de Hecke affine H sur

M = Ind% C[X, X7, ou H est I'algebre de Hecke usuelle. Les polynomes considérés sont les
coefficients de la base canonique exprimée dans la base standard de ce module.

Tout module (intégrable de type 1) V' est quasi-isomorphe a un complexe borné de modules
basculants indécomposable T'(V'), unique a isomorphisme pres. J’ai montré comment calculer
les termes de 7'(V') pour V' un module de Weyl. Avec O. Mathieu, j’ai montré comment calculer
ces termes pour un module simple [17] : ils sont donnés par les coefficients de la “base canonique
duale” de M exprimée dans la base canonique.
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3. GROUPES D’AUTOMORPHISMES DE CATEGORIES TRIANGULEES

3.1. Groupes de Picard de catégories dérivées de modules. Il n’est pas clair qu’il existe
un complexe “naturel” qui induise I’équivalence de la conjecture 1.1. Aussi, il est utile d’étudier
le groupe des auto-équivalences de catégories dérivées de blocs. Avec A. Zimmermann [12],
j’ai étudié le groupe TrPic des complexes de bimodules inversibles dans la catégorie dérivée.
Ce groupe contient comme sous-groupe (non distingué en général) le produit Z x Pic ou Z
est donné par le foncteur de translation. Pour un anneau local ou un anneau commutatif
indécomposable, c¢’est exactement le groupe TrPic. Nous avons démontré que le groupe TrPic
se comportait bien par extension plate par rapport au centre. En général, on peut s’attendre
a une structure beaucoup plus riche pour TrPic que pour le groupe de Picard usuel. Nous
avons ainsi construit un morphisme du groupe de tresses d’Artin B,, vers le groupe TrPic d'une
algebre d’arbre de Brauer a n sommets, avec multiplicité 1 (par exemple, le bloc principal de
kS, pour n = ¢ premier) et démontré que le morphisme était un isomorphisme pour n = 3, a
un sous-groupe central identifié pres. Ainsi, a un sous-groupe central pres, le groupe TrPic de
F383 est isomorphe a Bj (ceci est démontré en “reconnaissant” PSLy(Z) = B3/Z(Bs) dans la
structure des complexes).

3.2. Groupes de Picard de catégories stables. Tres utile pour la conjecture 1.1 est aussi
I’étude des auto-équivalences de la catégorie stable d’un bloc ; ¢’est 'objet du travail en commun
avec J. Carlson [11]. Le groupe StPic des bimodules inversibles dans la catégorie stable contient
le sous-groupe Z xPic ol Z est cyclique engendré par le foncteur de translation. Pour une algebre
kD x E ou D est abélien et F un ¢'-groupe cyclique agissant librement sur D, nous démontrons
que StPic consiste exactement en Z X Pic (ceci avait été fait par Linckelmann [Li2] pour D
cyclique), donc que Papplication canonique TrPic — StPic est surjective, en accord avec la
question 1.2. Nous utilisons pour cela des techniques de cohomologie des groupes, en particulier
la propriété pour un k(D x E)-module V qui n’a pas de cohomologie (H*(D x E, V) = 0) d’étre
projectif.

Ceci nous permet de déduire que la version la plus faible de la conjecture 1.1, .e. I’équivalence
des catégories dérivées des blocs sur k, implique la forme 1.1.

3.3. Espace de Fock et somme des catégories dérivées des groupes symétriques.
L’espace de Fock est une représentation intégrable de 'algebre de Lie affine sl,. Une base
de cet espace vectoriel est donnée par I'ensemble des partitions : ’espace de Fock s’identifie
alors naturellement a la somme F = @, C ® K((C&,,) des groupes de caracteres des groupes
symétriques. Le sous-espace engendré par les caracteres des Z,S,-modules projectifs Fy =
D, C® Ky(Z,6,,) est une sous-représentation de plus haut poids. Lascoux, Leclerc et Thibon
[LaLeTh] ont conjecturé que la base canonique de cette représentation (au sens de Kashiwara et
Lusztig) est donnée par les caracteres des modules projectifs indécomposables pour les algebres
de Hecke en une racine f-eme de 'unité, sur C. Cette conjecture a été résolue par Ariki (cf.

[Ge2)).

Les opérateurs qui définissent les actions des générateurs e; et f; de sly sur F sont déduits

de foncteurs exacts E; et F; sur @, Z;S,—mod obtenus en composant le foncteur €, Resgz+1

S, ..

(resp. le foncteur P, Indg"*") avec un foncteur de projection sur une somme de blocs. Le
Snr . . P .

foncteur Rean+ est muni d’une action de &,.. On en déduit une action de &, sur le foncteur

ET et on note E) les points fixes de &, sur E/ (Puig a montré que E! est isomorphe & 7!
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copies de £). De méme, on a une action de &, sur F! et on note Fi(r) la partie ou G, agit
par son caractere signature.

Est-ce que les opérateurs donnant 1’action du groupe de Weyl affine W (de type 1214_1) sur F
proviennent d’opérateurs naturels sur @, Z,&,—mod ? La réponse est négative, mais elle est par
contre positive lorsque I'on demande une action sur @,, K*(Z,&,—mod) ou @, D*(Z,S,—mod).
Pour 1 < ¢ < ¢, on peut construire un complexe C; de (D, Z/S,, D, Z;S,,)-bimodules. Les

termes de C; sont du type El-(r)Fl-(S)E-(t) et 'action sur F est donnée par

(]
Z_(_l)ser s ot
rlslgl *70

r,8,0

Ainsi, le foncteur induit par le complexe C; agit sur F comme la réflexion élémentaire s; de
W.

Je pense que les C; devraient étre inversibles et induire une action du groupe de tresses de
type Apq sur D, K %(Z,6, —mod), mais je ne sais démontrer aucune de ces deux propriétés.
Les complexes C; devraient coincider, a homotopie pres, avec des sommes de complexes définis
par Rickard (cf. §1.4.3), qui sont eux beaucoup plus “petits”.

Peut-étre existe-t-il une catégorie abélienne indécomposable filtrée dont le gradué associé
serait la somme des catégories de représentations des groupes symétriques sur un corps de
caractéristique ¢, avec une action du groupe de tresses affine sur sa catégorie dérivée (une
catégorie du type “foncteurs polynomiaux des espaces vectoriels de dimension finie vers les
espaces vectoriels, sur F,” 7).

3.4. Représentations rationnelles. Soit g une algebre de Lie semi-simple complexe, h une
sous-algebre de Cartan de g, b D h une sous-algebre de Borel, X C bh* le réseau des poids et W
le groupe de Weyl. Soit O la catégorie des g-modules localement finis pour b. Pour A € X /W,
on note OF° le bloc de O* engendré par les modules simples dont les plus hauts poids sont dans
A. On considere la 2-catégorie A dont 'ensemble d’objets est X/W, avec Hom(\, \') la catégorie
homotopique des complexes bornés de foncteurs projectifs (au sens de Bernstein-Gelfand) de
OF° dans OF.

Si A est un poids régulier (i.e., dont le fixateur dans W est trivial), alors on dispose de
foncteurs ©, (“wall crossing”) pour s € S une réflexion élémentaire de W et d’un morphisme
d’adjonction 10;@ — ©,. On note F§ le complexe obtenu. Alors, F, est une auto-équivalence de
K®(O%°) [Ri2] ou de End4()) si 'on préfere.

On peut conjecturer que les foncteurs Fs, s € .S, induisent une action du groupe de tresses
By sur K°(O%°) : on disposerait alors de foncteurs F,, pour w € By. Il serait souhaitable de
pouvoir construire directement les foncteurs F,, pour w € W, comme on peut le faire dans le
cas géométrique (cf. §3.5).

On pourrait ensuite conjecturer que Hom(F,,[i], F,,-1) = 0 pour tout i et tous w,w’ € By},
d’images distinctes dans W. Ainsi, les F,, et F,-1, pour w € W, joueraient le role d’objets
standards et costandards, donnant & End 4(\) une structure rappelant celle d’'une catégorie de
plus hauts poids.

J'aimerais aller plus loin et construire un champ T en catégories triangulées sur (h* /W),

tel que la fibre en A € X/W de i,T est End (), ol ¢ est 'inclusion (h*/W),eq — (h*/W).

Les constructions précédentes gardent un sens pour des catégories C' de représentations ra-
tionnelles d'un groupe algébrique semi-simple sur un corps algébriquement clos de caractéristique



10 RAPHAEL ROUQUIER

¢ ou pour un analogue quantique; ce fut en fait mon point de départ. L’intérét de travailler
avec des catégories de foncteurs est double :

- On peut espérer avoir un paramétrage des foncteurs projectifs indécomposables par tous
les éléments de W, le groupe de Weyl affine (et pas seulement par W/W, qui indexe par
exemple les modules simples).

- En outre, on dispose d’une catégorie Z-linéaire, o Z est le centre de la catégorie C,
donc d’une catégorie “déformée”, analogue j’espere a la déformation de la catégorie O
de Soergel [Soel]. Cet anneau devrait jouer un role analogue au complété de S(h*) : on
disposerait alors d’une catégorie déformée et on pourrait espérer étudier la catégorie a
partir des localisations de Z en ses idéaux de hauteur 1. On pourrait aussi espérer que
cette catégorie est liée a une catégorie de faisceaux pervers équivariants sur une variété de
drapeaux affines (dans le cas quantique sur Z[X, X ~!] localisé en I'idéal engendré par un
polynome cyclotomique). Il faudrait ultimement comprendre le cas d’un groupe quantique
sur 'anneau de hauteur 2, Z[X, X _1](47 x—1) — le centre Z est alors tres compliqué.

3.5. Actions sur les variétés de drapeaux. Soit G un groupe algébrique semi-simple sim-
plement connexe sur C et B la variété des sous-groupes de Borel de G. On note W le groupe
de Weyl de G et pour w € W, O, la G-orbite des paires de sous-groupes de Borel en position
relative w dans B x B et i,, : O, — B x B I'inclusion correspondante.

Soient pi,ps : B X B — B les premiere et deuxieme projections.

On note D°(B) la catégorie dérivée bornée des faisceaux constructibles de C-espaces vectoriels
sur B.

Soit w € W. On définit le foncteur F, par

Fy = (priw)i(pain)* : D'(B) — D°(B).

C’est un résultat classique que les foncteurs F,, vérifient les relations de tresses (F,,F, est
isomorphe a F, si [(ww') = l[(w) + [(w')) et sont inversibles.

Une propriété de cocycle des noyaux jointe aux résultats de Deligne [De] permet de démontrer
que les foncteurs F, s’étendent en une action du groupe de tresses By sur D°(B) [15].

4. GROUPES DE REFLEXIONS, GROUPES DE TRESSES

4.1. Topologie des groupes de réflexions complexes. La conjecture de Broué sur les blocs
des groupes réductifs finis a mis en évidence I'existence de déformations des algebres de groupes
de certains groupes de réflexions complexes (les groupes E de §1.5). Ces algebres apparaissent
comme quotient d’algebres de groupes de tresses, définis par générateurs et relations (travaux
de Broué, Malle et Michel [BrMa]).

Dans [8], avec M. Broué et G. Malle, j’ai étudié le groupe de tresses By, associé a un groupe
de réflexions complexes W, défini comme le groupe fondamental du complémentaire de ’arran-
gement d’hyperplans de réflexions de W divisé par W. Nous avons calculé, sauf pour 6 groupes
irréductibles, des présentations de ces groupes de tresses et vérifié que le centre est cyclique.

L’algebre de Hecke H associée a W peut alors étre définie comme un quotient de I'algebre de
groupe de By, sur un anneau de polynomes a plusieurs variables par des relations qui imposent
des valeurs propres aux générateurs de la monodromie autour des hyperplans. Nous ne savons
pas pourquoi cette construction donne une algebre de dimension finie (on peut procéder a une
vérification cas par cas sauf pour une dizaine de groupes). Nous savons construire un quotient
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de cette algebre (ce devrait en fait étre la méme algebre), qui est une déformation de 'algebre
de groupe de W : ce quotient est donné par une représentation de monodromie de By, a partir
d’une connexion a la Knizhnik-Zamolodchikov, généralisant des constructions de Kohno et
Cherednik. Pour la série infinie de groupes de réflexions complexes irréductibles, nous obtenons
alors une preuve rapide que 'algebre ‘H est une déformation de I’algebre de groupe de W.

4.2. Familles et représentations cellulaires. Pour un groupe de Weyl W, Lusztig a défini,
en utilisant la combinatoire liée aux bases de Kazhdan-Lusztig, une partition de I’ensemble des
caracteres irréductibles en familles et a défini des représentations cellulaires. J’ai compris que
I'on pouvait caractériser la partition des caracteres irréductibles en familles comme les blocs
de I'algébre de Hecke H sur Z[X, X ![S7!] ot S est la partie multiplicative engendrée par les
polynomes de Z[X] de terme constant 1. Cela résulte d’une propriété d’indécomposabilité des
anneaux basés de Lusztig (généralisant I'indécomposabilité de Ialgebre d’un groupe fini sur
Z). Les représentations cellulaires apparaissent alors comme les caracteres de certains modules
projectifs indécomposables (ce sont peut-étre des générateurs de la partie positive du Ky).

Cette interprétation permet de définir des familles pour les caracteres de groupes de réflexions
complexes, suivant 1'idée de Broué, Malle et Michel selon laquelle on peut définir des éléments
d’une théorie des représentations d'un “groupe réductif fini” associé & un (bon) groupe de
réflexions complexes.

4.3. Extensions et quotients de groupes de réflexions. Il s’agit de travaux en com-
mun avec D. Bessis et C. Bonnafé [19]. La classification des groupes de réflexions complexes
irréductibles fait apparaitre 34 groupes exceptionnels et une série infinie (a trois parametres).
Des diagrammes donnant des présentations par générateurs et relations ont été donnés dans [8]
et on peut noter de nombreux cas ou un diagramme est “quotient” d’un autre : il existe alors
un morphisme de groupes de réflexions W — W’ (i.e. envoyant une réflexion sur une réflexion
ou sur 1) qui est surjectif.

Il existe des groupes de réflexions complexes de dimension n qui ne peuvent pas étre engendrés
par n réflexions. Par exemple, le groupe de réflexions W = G3; agissant sur un espace vectoriel
complexe V' de dimension 4 ne peut pas étre engendré par moins de 5 réflexions. Soit G le
plus grand 2-sous-groupe distingué de W. Alors, W/G ~ G; et la surjection W — Sg est un
morphisme de groupes de réflexions. On démontre que V/G est une hypersurface et que I’action
de W/G sur l'espace tangent a V/G en 0 est la représentation de réflexion de &g.

Nous caractérisons les “bonnes” paires (W, G) ou W est un groupe de réflexions sur V, G
un sous-groupe distingué de W tel que W/G est un groupe de réflexions sur I'espace tangent
a V/G en 0. Une condition nécessaire et suffisante est que V/G soit une intersection complete
et que W agisse trivialement sur la cohomologie locale de V/G en 0. Etant donnée une bonne
paire (W, G) et L un sous-espace de V, alors la paire formée des fixateurs de L dans W et G a
encore la méme propriété. Réciproquement, on peut démontrer que si G est engendré par des
sous-groupes G(L) fixant un sous-espace L de V et la paire (G(L), W) est bonne pour tout
L, alors (W, G) est une bonne paire : cela ramene la classification au rang 2. Un cas amusant
y apparait : Soit W un groupe de réflexions sur C? engendré par des réflexions d’ordre 2 et
contenant G = {£1}. Alors, W/G est un groupe de Coxeter fini de rang 3 et on obtient ainsi
une bijection entre (classes de conjugaison dans GLg(C) de) groupes de réflexions complexes
de dimension 2 engendrés par des réflexions d’ordre 2, contenant —1, d’une part et groupes de
Coxeter finis non triviaux de rang au plus 3, d’autre part.
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