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1. Examinons tout d'abord le probl2me en dimension un; soit

-

.o

avec les conditions au bord‘
x(0) =0, x(1) = A > 0. - ' (2)

Ici x(x& est la position déformée d'un point d'un corps &lastique
unidimensionelle qui était & X € [o,l} dans une configuration de
référence (cf Fig. 1). ' S | '

p P S

i X, 1 | 0 %K) A
configuxatibn de .yconfiguratién déformée
référence
Figure 1

La contrainte wp est ia dérivée ‘par rapport & p de la fonction"
d'énergie interne W(X,p), et la force externe o‘ est la dérivée
par rapport & x de la fonction @ (X,X) d'énergie potentielle.

- L'équation (1) est 1'éguation d'Euler pour la fonctionelle

I(x) = IIW(x.xﬁx)) + d(X,x(X))lax,
’ ]

8i ¢ est zéro et W = W(p) homogdne, une condition nécessaire

pour que toutes les solutions de (1) soient C' est que W ' soit

strictement monotone, parce que si W(p) = W(&) avec p ¥ q, alors



2.
1
1 . X
=gX + 35 (p-q), F<X<1,

est une solution. Si W est bornée inférieurement, .cela ':melique

gque W est strictement convexe.

e

Nous faisons les hypoth®ses suivantes sur W et &: x

(81) w:{0,1] x (0,») ~» R est une fonction de c;::athé’odcry, c'est~

A-dire ] | . L
wi*,p) est msurable pour tout ‘p>0, | }
W(X,*) est continue pour presque tout X €. (0,1)

(B2) W(X,p) ~» ®» quand p —» O+ pour presque tout X € (0,1).
(On G6finit W(X,p) == si p < 0.1
{H3) W(X,p)> y(p) + a(X) pour tout p >0 et presque tout
X € (0,1), o al*) €L'(0,1) et p:R" = R est une
- fonction convexe telle gque .\b(o) = 0, !-?-L -» o quand s > =,
(H4) }w(x,nax <= pour tout A >0. .

® §
(#5) #:[0,1] x RY = R est une fonction de Carathéodory, et pour

tout ‘A > 0 1l existe une constante C(\) telle que
‘ Iiz(x.r)l < C{A) pour tout r€[0,A] et presque tout X€ (0,1).
Théordme 1

Supposons de plus que W(X,*') est convexe pour presque tout X € io.n.
Alors il existe une fonction x qui minimise ‘I dans . & .-

8 = {x € W'l (0,1):1(x) <=, x(0) = 0, x(1) = A},

gggst;ation

Puisque )X € 8§, S8 est nonvide. Chaque fonction .x € 8 est



»
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continue et satisfait x' > 0 p.p., et donc 0 < x{X) <2 si

X € (0,1). Donc I est bornée inférieurement dans S. A cause de
(H3) et du critdre de la Vallée Poussin il existe une suite mini-
misante pour I dans 8 convergeant faiblement dans wlst (0,1).
Puisqué I est faiblement semicontinue inférieurement on cobtient le

résultat (cf. Ekeland et Témam {7 Thm 2.1, p 226]). 1 a

Remarque: Dans le cas ot W est homog2ne, nos hypoth&ses sur W
sont équivalentes & W:(0,») —> R convexe, W(p) -» =« guand p =» O+,

et W{p) = = quand p ~ =,

La démdﬁétration du fait que la fonction minimisaiti:e x satisfait
1'équation d'Euler (1) n'est pas immédiate, x'(X) pouv;nt 8tre

. zéro sur un ensemble non vide. Cette difficulté a &t traltée par
Antman [1l] et par Antman & Brezis [2] sous des hypothdses différentes.
Signalons que dans la premire partie du théor8me suivant on ne suppose

ni que W(X,*) est convexe, ni gue (H3) est satisfaite.

Théoréme 2
Supposons que (H1l)}, (H2), (H5) soient satisfaites et

(W(X,*):(0,=) — R, Nx.-)m"' <» R sont C! pour presque tout ,
X € (0,1); WP. ¢, sont des fonctions de Carathéodory, et pour
(26) Jtout A > 0 1l existe une constante - D()) telle gue

I"Op(x,r)‘l < D(A) pour tout r € [O,)7] . S S 4

1 W et presque taut X € (0,1).
Soit x minimise I dans S. Alors (1) est satisfaite p.p. dans (O.n.;.

‘ 81 de plus wp est cont.tnue,‘ si W(X,*) est strictement convexe pour
‘tout X € [0,1], et si

W{X,p) > 8(p), X€lo,1]l, p>o0,
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o) 8 est convexe, 6(p) > 0O guand p -> 0O+, —9—%1 -» @ qguand

p -+ =, alors x € C‘({o‘,ll) et

min x'{X) > 0.

x€{0,1]
Démonstration ;
soit Q_ = {X € [0,1] : sup , |W_(X,r)| < n} et soit x  la
fr—x' @) |<= P .

£fonction charactéristigue de Q - Puisgque W e est de Carathéodory,

@ est mesurable. Il est clair que 8 Cq_, etque X(X)=0 !
pour presque tout X € [0,1]\ U - Parce que I(x) <= on déduit :

. n=1 !
de (H2) que mes([0,1\ Ua ) =o. | . ' i

n=1 !

Prenons v € L”(0,1) avec Jv(X)dx = 0, Pour |t]| suffisamment petit

- y , ‘ ‘
on définit y € #'10,1) par . ]

YX) = ¥(X) + ex XV .,  y(0) = 0.
Puisque : “ o | “:

I{y) = I(x) +Jtmx. x'(X) ) +ev(X)) - W(X, x'(X))]ldx + }( X,y (X)) - & (X, x{X))]ax,|
' . 0 e
»

il est clair. que y € 5. En divisant par t et en faisant t -» O,

t

on obtient
« €

— M e

4 X
| IWP(X.x'(x))v(x)dX'+ on (x,x(xn{[xn (Y)v(Y)dY]dX = O,
e e,

.

olt on a utilisé le théor®me de la convergence bornée. Une intégration

par parties donne

.

X .
[fr o = o ctxemar)vmax = 0. | _;

8, '

)



S.
Mais v est arbitraire, et donc
P ,
wp(x,x‘(xn - I@x(Y,x(Y))dY = C, S (3)
8

p-p. dans Q . Evidemment C est indépendant de n, et donc (3) est
satisfaite p.p. dans (0,1). . ‘ .-

Pour démontrer la deuxidme partie du théor2me il suffit de prouver
que xn -» X dans [0,1], wp(xn,pn) = a > a _1mpliquent P, = P,
ol p est la solution unique de W (X,p) = a. C'est clair si
0<eswx P, Sk <= pour tout n. Sinon on peut supposer que

-

P, =>' 0 ou p, >~ S5i p, = O, alors pour n suffisamment grand

la convexité de W(xn,°) donne , R .
W(X P ) “W(Xn,l)
Wp(xn:pn) < a P: —t v

»~+ donc a -» =», On obtient une contradiction semblable si

pn_’u. i . . n

Remarque: Sans une condition de croissance sur W on ne peut pas
conclure que x € C'({0,1]), méme si W(X,*) est strictement convexe.
Par exemple la solution de o
1 13 1
min IE-—;;— 48/lex-§-lzsgn (x_-i)}dx
- x(0)=0,x(1)=1'g ' o .

<4

Bt
1 : ;

R N TOR | -1

% {X) =-2-+7i.]x EFsgn(X )

Considérons maintenant la question d'existence d'une fonction mini-

misante quand W(X,*) n'est pas convexe. En générale on n'a pas
1l'existence: par exemple |

.'. ;..' ~ ,
Inf 3}£x 1)2()‘ 2)2 + (x-%x)gx ="Q,
x(0)=0,x (1) =5 ol ~ -

x -
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mais x(X) = g—x n'est pas minimisante. Remarquons que 1l'intégrale

dans cet exemple égale -

-g— + I(W(x,x")' + x*?)ax, :
B ' -

Oﬁ o “f."'i'

(x' = DK = 29

W(X,X') =
. R

3 2.7 - ) . P
+"2“x3§. "“

{Pour des exemples reliés voir Young [ 11] ); Pans un article récent
Aubert & Tahraoui {3] ont donnés des conditions sous lesquelles on a
1'existence. En ut.ilisan;: leurs méthodes on peut démontrer le résultat
. suivast. ’ .

Y. T

Pﬁpos ition 3

-

S8i ¢ 2 0 alors le Théor&me 1 est valable sax;s' 1'hypoth&se que

W(X,*) est convexe.

On peut déduire de cette pr‘oposition un théoréme d'existence pour le
probléme homogéne:

i . min I(x),
" x€8

I(x) = }[w(xf(xn.+ ¢ (x(X))lax.
]

Thécrédme 4

Soient W:(0,»} —» R continue, W(p} = = quand p -» O+ (W(p) ==
gi p<oO)), E.QPE.Z. ->» ® guand p = », :R* — R continue. Alors il
existe une fonction x qui minimise I dans S. Si de plus W,?

sont C! alors x satisfait

AW K = ¥x(X) .. p.p. dans [0,1].



Démonstration

On définit la fonction
W(p) = pw (-’:} | @)
P {40
Il est clair que

fitp) = = quand p‘;"o"’" ﬁ.%?.).—pw ‘quand p - .

On définit W(p) =« si p<0O. 8L x €85 alors x'(X) >0 p.p. et
x poss@de un inverse X({(*) continu .’ Donc .notre problaﬂie est
équivalent 3 .
min £(x),
3=
od A . | Ze
B(x) = [H‘ux’ (X)) + e{x)X(x)]1dx,

]
8= {xewton:IxX) <e, %x(0) =0, X(A\) = 1}..

On résoud ce probldme en utilisant la Proposition 3. L%équation
d'Buler est satisfaite par le Théordme 2. o

Remarques: (i) Voir [ 3] pour un autre résultat applicable au cas
homogéne.

(i) On trouve dans [ 5] des observations concernant la transformation
4).

—
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| 2. Dans le cas tri-dimensioneile la déformation est donnée par une
fonction x:2 = R, o 0 C R® est un ouvert borné avec bord

aQ (cf. Figure 2).

Par raison de simplicité nous supposons qu'il n'y a aucune force externe
et que l¢ corps élastique est homog@ne. Alors les é&quations d'équilibre

sont les équations d'Euler pour la fonctionelle

I(x) =Jw(v§(§nd§,

=]

clest-&-dire

~£b[_2K;] =0, § €q, 1i=1,2,3, ‘ : {5)

el > A
X ax,a,

s T

ot W. est la fonction d'énergie interne. Dans un probldme aux limites

de déplacement on doit trouver x(*) satisfaisant (5) et
x(X) = x,(X), X €21, « (6)
ou xs est une fonction donnée.

Suivant Hadanard [ 9] considérons un plan X.N = k de R Il existe

une fonction continue x{(X) satisfaisant

Vx(X) = G guand X.N <k,

9X(X) = F quand X.N >k,

ol F,G sont des matrices constantes 3 x 3, si et seulement si il

existe ) € @' tel que
. Pu@ = 5 @ §

{pPar définition, (5 2 y); = Aina.) Une telle fonction x est une

-~

solution faible de (5) si et seulement si le saut de la contrainte 3
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travers le plan est zéro:

..a..‘gi.g - .g.‘f_'egg.;\@&) ....E’.ﬁ.’{g)g = Q. {(7)
Q) . i - i (s
3Fa Gfu 3F°

81 W satisfait la condition de l'ellipticité forte

a
RMEL Iy N, >0 st Ae x#o (8)

Lawd B
F ara

alors

&‘:’i.uu - j 31’" (G.+ t}_@?_nk‘x’nunﬂdt = 0
ara ar“ags
implique que A®N =0, clest-3~dire F = G. Donc la condition (8)
empéche les sclutions x de (5) pour lesquelles Vx saute & travers
un plan (cf. Knowles & Sternberg [10]). Pour des résultats d'existence

de solutions de (5) sous des conditions impligquant (8) voir [4].

Question: Est-ce~-que l'ellipticité forte implique que toute solution
- faible de (5) est C!?

La réponse & cette guestion est non, et nous donnons un exemple ci-

desscus. Pour le motiver rappelons un argument de [5,6]. Considérons-

un cube (du matériél) a cBtré %. Le cube est soumis 8 la déformation

X(X) = PO,

: R
ol F(\) est une matrice 3 x 3 avec |[F(A)] = A, Le diamdtre du
cube déform& est de l'ordre de 1'unité. L'énergie de la déformation
est égale 3

W(F(A)) .
;‘3

Donc on peut obtenir d'un cube infinitesimal une ligne de longueur 1

avec énergie finie si et seulement si
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"?'gi:s)‘%“ quand |F| =» =. (9)

One fonction d'énergie interne satisfaisant (8) et (39) est

W(F) = tr(FF') + h(detF)}, | - o

g

ol h:(0,®) -> R est convexe, h(l) = 0, h{(§) =» = quand & =-» O+,
B-%G)—-b w® 'quand § = w,

Soient @r= {X:|X] <1}, R= [X]|, r = |[x]|. Considérons les

déformations radiales ayant la forme

x® = 5 x o au

Alors

2.
I=I(r) = 4n IE!'::"‘ + 2x? 4+ th{raf Bdk.
g
et (5) réduit 3 une &qguation différentielle ordinaire pour z(R). On

considére la condition au bord
r{l) = A > 0. ‘ {12)

On a toujours la solution triviale r = AR, pour lajuelle ‘?§ = AX, On
peut démontrer gque AR est la seule solution radiale si A < 1, mais
que si X > 1 est suffisament grand alors AR ne minimise pas I(r)
et la fonction T (R) minimisanﬁe satisfait T(0) > 0. Cette solution
représente la formation d'un trou, et la déformation tri-dimensionelle
correspondante est réellement une solution faible de (5). Le
démonstration de ces faits seront publiées ailleurs. On trouve dans
Giusti & Miranda [8] un exemple d'une solution discontinue pour un

- gystdme non lineaire fortment elliptique, mais leur exemple ne

s*applique pas a (5).
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