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Einfiihrung

Was ist eine Prageometrie nochmal?
Eine Prageometrie (X, cl) ist eine Menge mit einem
AbschlRoperator cl: P(X) — P(X), sodass fiir alle A C X und
a,be X gilt:

> (Reflexivitit) A C c/(A)

» (Endlich) cl(A) is die Vereinigung iiber alle cl(A"), wobei A’

tiber alle endlichen Untermengen von A reicht
» (Transitivitat) cl(cl(A) = cl(A)
» (Austausch) a € c/(Ab)\cl(A) — b € cl(Aa)



Bemerkung
Die folgenden Strukturen sind Prageometrien:
1. Ein Vektorraum V mit dem linearen Hiille
2. Fiir ein Kérper K mit Primkorper F, der relative algebraische
AbschluR c/(A) = F(A)e
3. Der p-AbschluB in einem Korper K der Characteristik p>0, zB
cl(A) = KP(A)



Beweis

Wir beweisen Austausch zum Beispiel 2. Wir nehmen an, dass A ein
Unterkdrper von K ist. Wir wihlen nun a,b so, dass a € A(b)%.
Nun existiert ein Polynom F € A[X, Y] des Grades # 0.

Wenn wir jetzt annehmen, dass b ¢ A(a)%, folgt, dass
F(a,Y)=0.

Nun folgt a € A%,



Eine Prageometrie, in welcher Punkte und die leere Menge
abgeschlossen sind, z.B. in welcher

c'(0) = 0 und cl'(x) = x fir alle x € X gilt,

heilt Geometrie.

Fiir jede Prageometrie (X,cl) existiert eine Geometrie (X', cl’)
welche man bekommt, indem man X’ = X*/ ~, und

cl'(A/ ~) = cl(A)®/ ~ setzt, wobei ~ die Aquivalenzrelation auf
X® = X\ cl(0) definiert durch cl/(x) = cl(y).



Basen

Startend von einem Vektorraum V, ist die Geometrie welche wir
durch die oben gezeigte Methode bekommen, der zugehdrige
projektiver Raum P(V).
Die wichtigtisten Eigenschaften einer Prigeometrie sind in der Tat
meistens Eigenschaften der zugehdrigen Geometrie.
Definition:
Sei (X, cl) eine Prageometrie.
Eine Untergruppe A von X heillt dann

1. unabhingig, wenn a ¢ c/(A\a) fiir alle a € A

2. ein Erzeuger, wenn X = c/(A)

3. eine Basis, wenn A ein unabhingiger Erzeuger ist



Lemma

Sei (X,cl) eine Prageometrie mit einem Erzeuger E. Jede
unabhingige Teilmenge von E kann zu einer Basis in E erweitert
werden.

Vorallem hat jede Prageometrie eine Basis.

Beweis

Sei B eine unabhangige Menge. Wenn x irgendein Element in

X\ cl(B) ist, so ist B U x wieder unabhingig. Um das zu sehen,
stelle man sich ein zufilliges b € B vor. Dann ist b ¢ c/(B \ b),
woher durch Austausch b ¢ c/(B\ bU x) gilt.

Das impliziert, dass wir fiir die maximal unabhangige Teilmenge B
von E, wir E C ¢/(B) und dadurch X = c/(B) haben.



Definition
Sei (X, cl) eine Prageometrie.
Jede Teilmenge S erzeugt zwei neue Prageometrien:

1. die Beschriankung (S, c/°)

2. die Relativierung (X, cls)
mit

L. c/*(A) = cl(A) N S, modu

2. cs(A) =cl(AUS),



Bemerkung

Sei A die Basis von (S, ¢/°) und B die Basis von (X, cls) , dann ist
die (disjunkte) Vereinigung AU B die Basis von (X, cl).

Beweis

AU B ist offensichtlich ein Erzeuger. Da B unabhingig tiber S ist,
haben wir b ¢ cls(B\ b) = cl(AU B\ b) fiir alle b € B.

Nehmen wir nun ein a inA. Wir haben zu zeigen, dass

a ¢ cl(A'UB) ist, wobei A’ = A\ a ist.

Da a ¢ cl(A) ist, lassen wir B' die maximale Teilmenge von B mit
a ¢ cl(A'UB’) sein. Wenn B’ # B wiirde das implizieren, dass
a€ c(AUB' Ub fiir jedes be B\ B'.

Dies wiirde dann wieder implizieren, dass b € c/(AU B’). Dies ist
ein Widerspruch.



Lemma
Jede Basis einer Prageometrie hat die selbe Kardinalitat.

Beweis

Sei A unabhangig und B ein Erzeuger von X. Wir zeigen, dass

Al < |B].

Wir nehmen zuerst an, dass A unendlich ist. Dann erweitern wir A
zu einer Basis A’. Wabhle fiir jedes b € B eine endliche Teilmenge
Ap von A’ mit b = c/(Ap). Dies impliziert, dass B unendlich ist und
Al < |4 < |B].

Nun nehmen wir an, dass A endlich ist. Dass |A| < |B| folgt sofort
von dem folgenden Austauschprinzip:

Sein irgendein a € A\ B gegeben, so ist da ein b € B\ A, so dass
A" = bU A\ a unabhingig ist.

Da a € c/(B) ist, kann B nicht in c/(A\ a enthalten sein. Wahle b
in B aber nicht in c/(A\ a. So folgt aus der Austauscheigenschaft,
dass A’ unabhangig ist.



Definition

Die Dimension dim(X) einer Prageometrie (X,cl) ist die Kardinalitat
von ihrer Basis. Die eine Teilmenge S von X sei dim(S) die
Dimension von (S, c/°) und dim(X/S) die dimension von (X, cls)

Mit der vorherigen Bemerkung folgt nun:

Lemma

dim(X) = dim(S) + dim(X/S)

Bei unseren Standardbeispielen sind die Dimensionen:
» Die Dimension des Vectorraums
» Der Transzendenzgrad eines Korpers

» Der unvollkommene Grad eines Kdrper mit endlicher
Charakteristik



Modularitat

Definition
Wir nennen eine Prageometrie (X, cl) modular, falls

dim(AU B) + dim(AN B) = dim(A) + dim(B) (C.1)
fiir alle cl-abgeschlossenen A und B.

Die Hauptbeispiele sind:
» Die triviale Prageometrie (wenn c/(AU B) = cl(A) U c/(B) fiir
alle A,B)
» Vektorraume mit der Linearen Hiille



Sei K ein Kdrper von Transzendenzgrad > 4 iiber dem Primkérper
F.

Das folgende Argument zeigt, dass eine algebraisch abhingige
Prageometrie von K nicht modular ist.

Waihle dazu x, y,x’,y’ € K algebraisch unabhingig iiber F. Von
diesen Elementen kdnnen wir a, b € K berechnen, so dass

ax+ b=y und ax’ + b = y’. Da die Elemente x, x’, a, b den
selben Teilkdrper wie x, y, x', y' generieren, sind diese auch
algebraisch unabhangig. Daraus folgt, dass F(x) und F(x) ismorph
iiber F(a, b)° sind, wo das hochgestellte cl den relativen
algebraischen Abschluss in K anzeigt.

Dieser Isomorphismus bildet y auf y' ab und dadurch haben wir

F(x,y) N F(a,b)" C F(x,y)! nF(x',y) = F¢

Also ist K nicht modular, da tr.degF(x,y, a, b) + tr.degF =
34+0<2+2=tr.degF(x,y)+ tr.degF(a,b)



Definition
Eine Prageometrie (X, cl) heiBt lokal modular, wenn (C.1) auch fiir
alle abgeschlossenen Mengen A,B mit dim(AnN B) > 0.



Modulare Prageometrien

Wir nennen zwei Mengen A und B (geometrisch) unabhingig liber
C, wenn alle Teilmengen Ay C A und By C B, welche beide
unabhangig tber C sind, disjunkt sind und deren Veeinigung wieder
unabhingig tber C ist.

Dann sieht man relativ einfach das Folgende:

Lemma
Fiir eine Prageometrie (X, cl) sind folgende Aussagen dquivalent:
1. (X, cl) ist modular

2. Jede zwei abgeschlossenen A und B sind unabhingig iiber
deren Schnitt

3. Fiir jede zwei abgeschlossenen Mengen A und B haben wir
dim(A/B)) = dim(A/AN B)



Lemma

Eine Prageometrie (X, cl) ist modular genau dann, wenn fiir alle
a,b,B mit dim(ab) = 2, dim(ab/B) = 1, es ein ¢ € cl(B) gibt,
sodass dim(ab/c) = 1.

Beweis

Wenn (X,cl) modular ist und a,b,B wie in dem Lemma, dann sind
ab und B abhangig, aber unabhéangig iiber den Schnitt von cl(ab)
und cl(B). Lass c ein Element des Schnitts sein, welcher nicht in
c/(0) liegt. Dann ist dim(ab/c) = 1.

Nehmen wir an, dass die Eigenschaften des Lemmas halten. Wir
zeigen, dass die dritte Bedingung vom vorherigen Lemma erfiillt ist.
Dafiir nehmen wir an, dass n = dim(A/A N B) endlich ist und
induzieren nun iiber n. Die Fille n = 0,1 sind trivial. Wir nehmen
also an, dass n > 2 ist. Sei ay, ..., a, eine Basis von A iiber AN B.



Wir miissen zeigen, dass dim(a;...an/B = n. Durch die Induktion
wissen wir, dass dim(aj...ap—2/B) = n — 2 ist. Also reicht es zu
zeigen, dass dim(ap—1a,/B’) = 2 ist, wobei B' der Abschluss von
ai,...,an_p U B sei.

Wenn dies nicht der Fall ist, so ist nach unserer Annahme ¢ € B’ so
dass dim(ap—1a,/c) = 1.



Bemerkung

Eine Prageometrie (X, cl) ist lokal modular genau dann, wenn fiir
alle x € X\c/(0) die relativierte Prageometrie (X, clx) modular ist.



Beispiele

Ein affiner Teilraum eines Vektorraums V ist eine Nebenklasse eines
Untervektorraums. Diese affinen Teilrdume von V definieren eine
lokal modulare Geometrie, welche nicht modular ist.

Dafiir schaut man sich die abgeschlossenen 1- und 2-dimensionalen
Teilmengen einer modulaten Prageometrie (X,cl) als Punkte und
Linien, respektivisch, an. Diese erfiillen das Veblen-Young Axiom
von Projektiven Geometrien, welches sagt, dass jede Linie
mindestens 3 Punkte besitzt: namentlich, 2 unterschiedliche
Punkte a, b liegen auf einer eindeutigen Linien ab; und fiir 4
unterschiedliche Punkte a, b, ¢, d, wenn die Linien ab und cd sich
schneiden, so auch ac und bd. Wenn die Dimension von X
mindestens 4 ist, dann ist durch das Fundamentalsatz von
Projektiven Geometrien dies in der Tat isomorph zu der projectiven
Geometrie eines Vektorraums liber einem Schiefkorper



Ein Korper mit einem Transzendenzgrad von mindestens 5 ist nicht
lokal modular.

Um dies zu zeigen tauscht man in dem Beweis, dass eine
algebraisch abhingige Prageometrie von K nicht modular ist, den
Primkoérper F durch einen Teilkorper des Tranzendenzgrads 1 aus.
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