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Definition 1 (ununterscheidbare Folge). Sei (I, <) eine lineare Ordnung und
M eine L-Struktur. Dann heift eine Familie (a;)ic; von Tupeln aus M*, wobei
k € N ist, ununterscheidbare Folge oder indiscernable sequence, falls fiir alle
L-Formeln ¢(x1,...,x,) und allen iy < -+ < i, und j1 < -+ < jp, aus I gilt:

M ':¢(ai1,~-~,ain) <_>¢(aj17"'aajn)

Ist (a;)icr mit jeder linearen Ordnung eine ununterscheidbare Folge, so nennen
wir (a;)ier auch ununterscheidbare Menge.

Beispiel 2. 1. Konstante Folgen sind ununterscheidbar.

2. Sei M = DLO, L = {<}. Dann sind die ununterscheidbaren Folgen:
streng monoton wachsend, gegeben durch ¢(z,y) =z < y.
konstant, gegeben durch ¢(x,y) =z =y.
streng monoton fallend, gegeben durch ¢(z,y) =z > y.
3. Sei M = Tk_vgr in Lx_vg fir einen Korper K. Dann sind die nicht-
konstanten ununterscheidbaren Folgen linear unabhdngige Elemente. Zu-

dem sind sie immer ununterscheidbare Mengen. Wiren sie linear abhdn-
gig, waren sie gegenseitig eindeutig definierbar und somit konstant.

4. Sei M |= ACF. Dann sind die nicht-konstanten ununterscheidbaren Fol-
gen genau die, deren Folgenglieder transzendent ibereinander sind. Damit
sind diese Folgen sogar total ununterscheidbar.

Die Beobachtung aus Beispielen 3 und 4 motiviert die erste der folgenden
Bemerkungen.

Bemerkung 3. Sei (a;);cr A-ununterscheidbar in M.
1. Ist fir ein i € I das zugehdrige a; € acl(A), so ist die ununterscheidbare

Folge konstant.

Es gilt a; € acl(A) nach Definition des acl genau dann, wenn fir
eine endliche A-definierbare Menge D gilt, dass a; € D ist. Dann muss
die ganze Folge im endlichen D liegen.



2. Ist J C I unendlich, dann ist (a;)icy ebenfalls A-ununterscheidbar. Sind
J und I ordnungsisomorph, so haben (a;)ic; und (a;);cy den selben Typ
iber A. Insbesondere ist fiir einen Ordnungsisomorphismus f:J — I die
Abbildung mit a; — ay;y, die A festhdlt, partiell elementar.

Fiir C ist die Aussage klar nach Einschrankung und f bildet Elemente
des selben Typs auf den selben Typ ab.

3. Ist f eine A-definierbare Funktion, so ist (f(a;))ier auch A-ununterscheidbar.

Angenommen nicht. Wire (f(a;))ic; A-unterscheidbar, gibe es eine
eine Formel die das bezeugt. Da f A-definierbar ist, konnen wir also auch
Folgenglieder aus (a;);c1 unterscheiden. Widerspruch.

4. Wir kénnen uns aus einer ununterscheidbaren Folge in M, ununterscheid-
bare Folgen in M™ erhalten. Wir konstruieren eine Folge J von aufsteigen
Tupeln i@ = (i1 < -++ < i) mit i < j & i, < j1. Dann sind die Tupel
(@;)icy eine ununterscheidbare Folge in M™.

Klar, nach Einschrinkung.

Definition 4 (Ehrenfeucht-Mostowsky-Typ). Sei (I, <) eine unendliche lineare
Ordnung und (a;)scr eine Folge im M* und A C M. Dann ist der Ehrenfeucht-
Mostowsky- Typ

o(x1,. .., %)

EM((as)icr/A) = {ﬁ(A)_Formel

M |: ¢(a‘i17 ) a/in) f'U/T alle}

h<-<i, €l undneN

Bemerkung 5. Im allgemeinen ist der EM-Typ einer folge ein partieller Typ.
Genauer ist der EM-Typ einer Folge genau dann vollstindig, wenn die Folge
ununterscheidbar ist.

Betrachten wir beispielsweise Q = DLO und eine eine Folge, die mit2,5,2, . ..
beginnt, so wird der EM(2,5,2,...) von ¢(x) = x = x impliziert.

Lemma 6 (Standard Lemma). Es seien I und J zwei unendliche lineare Ord-
nungen und (a;);cr eine Folge von Elementen in M. Dann existiert eine L-
Struktur N = M mit einer ununterscheidbaren Folge (b;);cs, die EM ((a;)icr)
realisiert.

Beweis. Sei C eine Konstantenmenge mit einer zu J isomorphen Ordnung. Es
seien
T' = {¢(0)|6(z) € EM ((ai)ier)}
T"={4(c) < ¢(d)|c.d € C},
wobei ¢ und d aufsteigend angeordnet sind.

zz: TUT UT" ist konsistent.
Mit Kompaktheit reicht es zu zeigen, dass

Toya =TU{(e) € T'|c € Co} U {¢(e) > ¢(d)|¢(7) € A,e,d € Co}

fiir endliche Mengen A C EM ((a;)icr) und Cy C C mit angeordneten Tupeln
der Lange n gilt.

Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass die a; paarweise verschieden
sind, und somit A = {a;|i € I} eine geordnete Menge ist. Wir definieren eine



Aquivalenzrelation auf [A]" durch @ ~ b genau dann, wenn M |= ¢(a) <
#(b) fiir alle ¢(T) € A, wobei a,b aufsteigend angeordnet sind. Dann ergeben
sich maximal s/®! € N viele Aquivalenzklassen und mit dem Satz von Ramsey
erhalten wir B C A, wobei B unendliche mit allen n-elementigen Teilmengen
in der selben Aquivalenzklasse. Wir interpretieren dann die ¢ € Cy als b, € B
mit der selben Ordnung wie die C. Es folgt, dass (M, b.)cec, = Tcy.a. Wir
schliefsen mit Kompaktheit und vergessen danach die Konstanten wieder. O

Sei nun 7" abzdhlbar und vollsténdig mit unendlichen Modellen.

Lemma 7 (Shelah). Fir alle A existiert ein X\, sodass fir alle linearen Ordnun-
gen I von Kardinalitit A und fir jede Familie (a;);cr eine A-ununterscheidbare
Folge (bj)j<w besitzt, sodass fir alle j; < --- < j, < w eine Folge i; < --- <
in € I emistiert mit tp(a,,,...,a;, /A) =tp(bj,...,b;.).

Beweis. Sel T = sup,,,, |Sn(A)|. Wir fordern, dass A das folgende erfiillt:
1. ¢f(N) > 7
2. Fiir alle Kk < A und alle n < w existiert ein £’ < A mit & — (k)7
Mit Erdos-Rado konnen wir A = J_+ wahlen.

1. 77 ist eine Nachfolgerkardinalzahl, somit regulér, also cf(\) > cf(71) =
Tt > 7.

2. Fiir 7 endlich folgt alles aus Ramsey. Sei also 7 unendlich. Mit Erdés-Rado
gilt ¥ = 3,_1(k)T = (k)2 und impliziert die Zerlegung fiir £ > 7 direkt.
Fiir x < 7 wéhlen wir die Losung fiir 7.

Unser Ziel ist es, eine Folge von Typen py(z1) C pa(x1,22) C ... mit p, € S, (A)
zu konstruieren, sodass fiir alle k < X ein I C I’ mit |I'| = & existiert, sodass
tp(aiy,...,ai, /A) = p, fir alle i; < --- < i, aus I’ gilt. Wir werden darauthin
(bi)i<w als die Realisierung von [ J; _,, p; wihlen.

Fiir n = 1 wéhlen wir einen Typen p; € S1(A4) mit kofinal vielen Realisie-
rungen in den (a;);cs. Dies ist moglich, da c¢f(\) > .

Fir (n — 1) — n wihlen wir zu p,_; und zu beliebigem x < A das ' <
A mit & — (k)?. Wir erhalten auferdem ein I’ C I mit |I'| = &/, sodass
tp(aiyy ... ai,—1/A) =pp_q fur alle iy < -+ < ip_q aus I’ gilt.

Wir kénnen die Abbildung ¢p, die einem Tupel einen Typ zuordnet, als Fér-
bung verstehen und Erdés-Rado darauf anwenden.

Dann existiert I” C I und ein p¥ mit tp(a;,,...,a;, /A) = pt fir alle i; <
- <y aus I”. Da cf(N\) > 7 gilt, ist ein p, = pf fiir kofinal viele &.
Wir schliefsen damit, dass wir die Realisierungen wahlen. O

Beispiel 8. Wir betrachten M = Tg_yvr und A C M. Dann sei (a;)icr eine
entsprechend geniigend grofie Familie von Punkten und (I, <) eine unendliche
lineare Ordnung.

Dann erhalten wir mit dem Lemma von Shelah eine abzdhlbare ununter-
scheidbare Folge, von Elementen aus (a;);cr, die konstant oder linear unabhdn-
gig von A ist.



