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Aufgabe 1. Zeigen Sie mithilfe von Ultraprodukten, dass die folgenden Klassen nicht
axiomatisierbar sind:

a) Die Klasse der Torsionsgruppen.
Anmerkung: Eine Gruppe G heifst Torsionsgruppe, wenn es fiir jedes g € G einn € N
gibt mit ¢" = 1.

b) Die Klasse der endlich-dimensionalen K-Vektorraume fiir einen fest gewéhlten Kor-
per K.

Aufgabe 2. Sei C eine Klasse von L-Strukturen. Zeigen Sie, dass C genau dann eine
axiomatisierbare Klasse ist, wenn C abgeschlosssen unter elementarer Aquivalenz und Ul-
traprodukten ist.

Aufgabe 3.
a) Zeigen Sie, dass ein Ultrafilter, der eine endliche Teilmenge enthélt, ein Hauptultra-
filter ist.

b) Sei U ein Nichthauptultrafilter mit Indexmenge w. Zeigen Sie, dass jedes Ultrapro-
dukt M = ILM;/U von L-Strukturen N;-kompakt ist. Das heifst, dass fiir jede
abzdhlbare Menge {¢;(x) : i € w} von L(M)-Formeln, wenn M = 3z(A,_,, i(z))
fiir alle n € w gilt, dann gibt es a € M, sodass M |= ¢;(a) fiir alle i € w gilt.

Aufgabe 4.
a) Betrachten Sie die Unterstruktur (3%, +) von (Z, +).

i) Zeigen Sie, dass Th((3Z,+)) = Th((Z, +)).
ii) Ist (3Z,+) eine elementare Unterstruktur von (Z, +)?

b) Betrachten Sie die Struktur
(P(N), ©).

i) Zeigen Sie, dass es eine abzdhlbare Teilmenge B C P(IN) gibt, sodass (B, C) <
(P(N), ©).

i) Zeigen Sie, dass es dann fiir jedes n € N eine Teilmenge F,, C N mit |F,| =n
und P(F,) C B gibt.
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