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Û:Ò�È�ÌeÌ�Ê�Ò�È��^ÒeÎ^Þ�ÖØÈ�ÙVÏ�Ì�Ñ^Ò/ç%Ê:Ö®Þ Ö®Ù���È�à~Ï�ÖØÑ,Ù��PÈ��cÏ�ÒeÎ^à~Ï�ÖØÑ,Ù	��
¶ÒeÖ��,Ö®Ù�Î^Ü®Ü�
�Û:ÒeÑ^Û�Ñ,Ì�È�Þ�� :*:��#Î^Ì�ÎÓÌeÖ®ÝzÛ�ÜØÈ
ÝzÑcÞ�È�Ü�ãJÑ^Ò�Þ�Ö®Ì�Û�Ü®Î^à~È�Ý´È�ÙVÏ¹Ñ^ã�Ñ,Ö®Ü9×�
 ä¤ÎhÏ�ÈBÒ�Ö�Ù Î�ÛbÑ^Ò�Ñ,Ê:Ì/ÝzÈ�Þ:Ö®Ê:Ý�Ð�ÖØÏ/Ç�Î^Ì/Ì�Ö®Ù�à~È´È�ÝzÈBÒ��^È�ÞYÎ^Ì
Î àeÇ:Î^Ü®Ü®È�Ù��,Ö®Ù��Ëã@Ò�ÈBÈ¡×bÑ,Ê:Ù:Þ:ÎhÒ�
 Û�Ò�Ñ^×�ÜØÈ�Ý Ö®ÙæÖØÏ�Ì�ÑPä�ÙæÒWÖ��,ÇVÏ��¸Æ Ç�È-Ñ,Ù�È~ê�Û�Ç:Î^Ì�È-â^ÈBÒeÌeÖØÑ,ÙYÑ^ã Ï�Ç�È
Û:Ò�Ñ^×%ÜØÈ�Ý«Ð¤Ö®Ùèä�Ç:Ö�àeÇèÑ,Ù�ÈËÑ^ãTÏ�Ç�ÈÓç�Ê�Ö®Þ:ÌzÇ:Î^Ì�ÚBÈBÒ�ÑæâcÖ®Ì�à~Ñ,Ì�Ö®Ï�
��JÑ^Ò¡Ö�Ù���Ù:ÖØÏ�È«ÝzÑ^×%Ö®Ü®ÖØÏ�
���Ì�ÑæÏ�Ç:ÎhÏ
ÖØÏ�Ö®ÌáÛ%Ê�Ò�È�Ü�
 Û�Î^Ì�Ì�ÖØâ^È^Ð¹Ö®Ì«à~Ñ,Ý�ÝzÑ,Ù:Ü�
 ÍEÙ:Ñ3ä�Ù Î^ÌÓÏ�Ç�È é°È�ÜØÈ~ê�ëcÇ:Î3ä Û:Ò�Ñ^×%ÜØÈ�Ý �¯ÖØÏ�Ö®Ì«Î^Ü®Ì�ÑåÏ�Ç�È
ÚBÈBÒ�Ñhê�Ì�ÛbÈ�àBÖ��%à�Ç�È�ÎhÏ�â^ÈBÒeÌ�Ö®Ñ,ÙæÑ^ã�Ï�Ç�È¡Ñ,Ù�È~ê�Û�Ç�Î^Ì�È«ëcÏ�ÈBãJÎ^Ù>Û:Ò�Ñ^×�Ü®È�Ý��TÎ^Ù:ÞYÇ:Î^Ì�×bÈBÈ�ÙæÖ®Ù�Ï�È�Ù:Ì�ÖØâ^È�Ü�

Ì�Ï�Ê:Þ�ÖØÈ�Þ ã@Ñ^Ò�Ç:Î^Ü®ã	Î«à~È�Ù�Ï�Ê�Ò�
���ëcÖ��,Ù:Ö���àBÎ^ÙVÏ¶Û:Ò�Ñ��^ÒeÈ�Ì�Ì�Ç:Î^ÌT×bÈBÈ�Ù Ý´Î^Þ�È^Ð�Ü®ÎhÒ��^È�Ü�
ËÈ��EÛ�Ü®Ñ,ÖØÏ�Ö®Ù��¡Ï�Ç�È
à~Ñ,Ù�â^È�Ù:ÖØÈ�Ù�Ï0ã¯Î^à~ÏµÏ�Ç:ÎhÏBÐhä�Ç�È�Ù¹Ì�Ê:Ò�ãJÎ^à~ÈIÏ�È�Ù:Ì�ÖØÑ,Ù¹Ö®Ì0Ù�È��,ÜØÈ�à~Ï�È�Þ
ÐGÏ�Ç�È9Û:ÒeÈ�Ì�Ì�Ê�Ò�È^ÐPä�Ç:Ö®àWÇ¹Ö®ÌµÎ¤ÛbÑ^Ï�È�Ù�Ï�Ö®Î^Ü
ãJÑ^Ò¹Ï�Ç�Èzç:Ñ3ä/Ð0Ö®Ì¹Ç:ÎhÒeÝ´Ñ,Ù:Ö®à�Î^Ù:Þ¸âhÎ^Ù:Ö®Ì�Ç�È�Ì¶Ñ,Ù Ï�Ç:Èzç�Ê:Ö®Þ Ö®Ù�Ï�ÈBÒ�ãJÎ^à~È��´ÉËÎ^Ù�
 È��cÛ�Ü®Ö®àBÖØÏ¹Ì�Ñ,Ü�Ê�Ï�ÖØÑ,Ù:Ì
àBÎ^Ùè×bÈ«à~Ñ,Ù:Ì�Ï�ÒeÊ�à~Ï�È�ÞåÊ:Ì�Ö®Ù � à~Ñ,ÝzÛ%ÜØÈ��YâhÎhÒeÖ®Îh×%ÜØÈ¡Ý´ÈBÏ�Ç�ÑEÞ�Ì!�#"$��Ð#Î^Ù�Þ ×�Î^Ì�È�Þ Ñ,ÙèÏ�Ç�È�Ì�È�Î^Ù:Þ Ñ,Ù
ÝzÑ^Ò�È¹Ï�Ç:ÈBÑ^Ò�ÈBÏ�Ö®àBÎ^Ü0Î^Ù�Î^Ü�
EÌ�È�ÌBÐ�Ï�Ç�È¹ãJÑ,Ü®ÜØÑ3ä°Ö®Ù���Ì�Ï�
cÜ®Ö®Ì�È�Þ%�J×bÈ�àBÎ^Ê:Ì�È/Ì�Ê�×&��È�à~Ï�Ï�Ñ('EÊ:Î^Ü®Ö���àBÎhÏ�Ö®Ñ,Ù:Ì�Î^Ù:Þ
È���à~ÈBÛ:Ï�ÖØÑ,Ù:Ì)�¤ãJÎ^à~Ï�Ì°ÎhÒ�È�ÍcÙ�Ñ3ä�Ù	�

Æ Ç:È¶Û�Ò�Ñ^×�ÜØÈ�Ý Ö®Ì#Ï�Ö®ÝzÈ~ê�ÒeÈBâ^ÈBÒeÌ�ÖØ×�Ü®È¶ÖØã�Ö®Ù���È�à~Ï�ÖØÑ,ÙáÖ®Ì¤Ò�ÈBÛ�Ü®Î^à~È�Þá×*
�Ï�Ç:È¶È+'EÊ:ÖØâhÎ^ÜØÈ�Ù�Ï¤È��EÏ�ÒeÎ^à~Ï�Ö®Ñ,Ù
Ð
Î^Ù:ÞÓã@Ñ,Ü®Ü®Ñ3ä�Ö®Ù ��Ñ,ÙÓã@ÒeÑ,Ý Ï�Ç:Ö®Ì�Ð:Ï�Ç�ÈBÒ�È/Ö�Ì Î�Þ:Ö�Î^ÝzÈBÏ�ÒeÖ®à¹Þ:Ö�,�ÈBÒ�È�Ù�à~È�×bÈBÏ�ä#ÈBÈ�Ù.-ýãJÑ^Ò�ä#ÎhÒWÞ0/�Û:ÒeÑ^×�ÜØÈ�Ý´Ì
Ö®Ù ä�Ç:Ö�àeÇËÏ�Ç�È1-·Î^à~Ï�ÖØâ^È�/µç�Ê:Ö�Þ�Ò�È��,ÖØÑ,Ù¸È��cÛ�Î^Ù:Þ�ÌBÐ
Î^Ù:Þ2-ý×�Î^à�ÍEä#ÎhÒWÞ0/
Ñ,Ù�È�Ì¹Ö®Ù ä�Ç:Ö�àeÇ ÖØÏ¹à~Ñ,ÙVÏ�ÒeÎ^à~Ï�Ì+�
Æ Ç�ÈzãJÑ^ÒeÝzÈBÒ�ÎhÒ�È�Ü®Ö®Ù:È�ÎhÒeÜ�
ÓÌ�Ï�Îh×%ÜØÈzä�ÖØÏ�Ç Î^Ù È��cÛbÑ,Ù�È�Ù�Ï�Ö®Î^Ü9Þ�È�àBÎ3
 ÒWÎhÏ�È�Ñ^ã¤Ì�Ý´Î^Ü®ÜvÛbÈBÒ�Ï�Ê�Òe×�ÎhÏ�ÖØÑ,Ù:Ì
Û:Ò�Ñ^ÛbÑ^Ò�Ï�Ö®Ñ,Ù:Î^ÜVÏ�ÑTä¤Î�â^È�ÙEÊ:Ý�×�ÈBÒ3Ð,ä�Ç:Ö®Ü®ÈIÏ�Ç�È�Ü®ÎhÏ�Ï�ÈBÒ9ÎhÒ�È^ÐV×�
�Ï�Ö�ÝzÈ~ê�Ò�ÈBâ^ÈBÒeÌ�Ö®×�Ö®Ü®ÖØÏ�
^Ð^à~Ñ^Ò�Ò�È�Ì�ÛbÑ,Ù:Þ:Ö�Ù��,Ü�

Ê:Ù:Ì�Ï�Îh×�ÜØÈ��54�Ù�Þ�ÈBÈ�Þ
Ð���Ù:Ö®Ï�È~ê�Ï�Ö®ÝzÈ¶×�ÜØÑ3ä ê�Ê�Û«Ñ^ã�Ï�Ç:È�Ö®ÙVÏ�ÈBÒeãJÎ^à~È¹âcÖ®Î�ÎzàBÊ:Ì�Û«Ñ^Ò Ñ^Ï�Ç:ÈBÒ�Ì�Ö®Ù��,Ê�Ü®ÎhÒeÖØÏ�
�Ö®Ì
�^È�Ù�ÈBÒeÖ�à�ãJÑ^Ò¹×�Î^àeÍ�ä¤ÎhÒeÞ Û:ÒeÑ^×�ÜØÈ�Ý´Ì�6µà~Ñ,Ù�â^ÈBÒeÌ�È�Ü�
^Ðµã@Ñ^Òeä#ÎhÒeÞ¸Û�Ò�Ñ^×�ÜØÈ�Ý´ÌTÇ:Î3â^È´Ö®Ù�Ï�ÈBÒ�ãJÎ^à~È�Ì�Ï�Ç:ÎhÏ�ÎhÒ�È
ÈBâ^È�Ù�Ï�Ê:Î^Ü®Ü�
/ÌeÝzÑ�Ñ^Ï�Ç�ÈBâ^È�Ù�ÖØã�Ï�Ç�È�
�Ì�Ï�ÎhÒeÏ.Ñ,Ê:Ï0ä�ÖØÏ�Ç�Ì�Ö®Ù �,Ê:Ü®ÎhÒeÖØÏ�Ö®È�Ì��07 È#ÌeÎ+
(-ýÈBâ^È�Ù�Ï�Ê:Î^Ü®Ü�
�/G×bÈ�àBÎ^Ê:Ì�È^Ð
Î^ÌIÌeÇ�Ñ3ä�Ù�Ö®Ù8� :�9:��ÐEÖØã%Ï�Ç:È�Ö®Ù:ÖØÏ�Ö�Î^ÜEÖ�ÙVÏ�ÈBÒ�ã¯Î^à~È�Ç:Î^Ì	Î;��Ù:Ö®Ï�È~ê�Î^Ù��,ÜØÈ à~Ñ^ÒeÙ�ÈBÒ	Ï�Ç�ÈBÒ�È�Ý�Î+
�×bÈ Î<-ýä#Î^Ö®Ï�Ö®Ù��
Ï�Ö®ÝzÈ�/EÞ:Ê�ÒeÖ�Ù��¹ä�Ç:Ö®àWÇ´Ï�Ç�ÈTà~Ñ^ÒeÙ�ÈBÒ#ÛbÈBÒeÌ�Ö®Ì�Ï�Ì9×bÈBã@Ñ^ÒeÈ�ÈBâ^È�Ù�Ï�Ê:Î^Ü®Ü�
zÏ�Ç�È¶Ö®Ù�Ï�ÈBÒ�ãJÎ^à~È¶×bÈ�à~Ñ,ÝzÈ�Ì¤Ì�ÝzÑEÑ^Ï�Ç0�

Õ�ÖØÍ^È�Ï�Ç�Èáé°È�ÜØÈ~ê�ëcÇ:Î3ä­Û:ÒeÑ^×�ÜØÈ�Ý«Ð.Ï�Ç�È¡ÉËÊ:Ì�ÍhÎhÏ�Û:Ò�Ñ^×�ÜØÈ�Ý�Ð�Ö®Ùæä�Ç:Ö®àWÇ Ï�Ç�ÈáÌ�È�à~Ñ,Ù:Þ>ç�Ê:Ö®ÞæÇ:Î^Ì
��Ù:Ö®Ï�È´ÝzÑ^×�Ö®Ü®Ö®Ï�
^Ð�Ö�Ì�Ï�Ö®ÝzÈ~ê�ÒeÈBâ^ÈBÒeÌ�ÖØ×�Ü®È^Ð�Î^Ù:ÞæÏ�Ç�ÈBÒ�È�Ö®Ì�Ì�Ï�Ö®Ü®Ü�ÎËÞ:Ö®Ì�Ï�Ö�Ù:à~Ï�ÖØÑ,Ù¸Ñ,Ù2�^Ò�Ñ,Ê:Ù:Þ:Ì�Ñ^ã Ü®Ö®Ù�È�ÎhÒ
Ì�Ï�Îh×�Ö�Ü®ÖØÏ�
�×bÈBÏ�ä#ÈBÈ�Ù�Ì�Ï�Îh×�Ü®È=-ýã@Ñ^Ò�ä¤ÎhÒeÞ0/^Û�Ò�Ñ^×�ÜØÈ�Ý´Ì�Ö�Ù�ä�Ç:Ö®àWÇ�Ï�Ç�È�ç�Ê:Ö®Þ�ä�Ö®Ï�Ç�Ï�Ç�È>�^Ò�È�ÎhÏ�ÈBÒ	âEÖ®Ìeà~Ñ,Ì�ÖØÏ�

�¯ÜØÑPä	ÈBÒ�Ý´Ñ^×�Ö®Ü®ÖØÏ�
��9È��cÛ�Î^Ù:Þ:ÌBÐcÎ^Ù:Þ«Ê:Ù�Ì�Ï�Îh×�ÜØÈ?-ý×�Î^à�ÍEä¤ÎhÒeÞ0/�Û:Ò�Ñ^×%ÜØÈ�Ý´Ì¤Ö®Ù-ä�Ç:Ö®àWÇ¡Ö®Ï¤à~Ñ,Ù�Ï�ÒeÎ^à~Ï�Ì�6%Ï�Ç�È
�^Ò�ÑPä Ï�Ç ÒeÎhÏ�È�Ö�Ì�Î:�,Î^Ö®ÙËÛ:Ò�Ñ^ÛbÑ^Ò�Ï�ÖØÑ,Ù�Î^Ü
Ï�Ñ-Ï�Ç:È/ä¤Î�â^È�ÙEÊ:Ý/×bÈBÒ+�¶é�ÑPä	ÈBâ^ÈBÒ3Ð
Ï�Ç�È�à~ÒeÊ�àBÖ®Î^Ü0Ì�Ï�ÈBÛ ãJÒ�Ñ,Ý
Ü®Ö®Ù:È�ÎhÒ¡Ì�Ï�Îh×%Ö®Ü®ÖØÏ�
èÏ�ÑYÙ�Ñ,Ù�Ü®Ö®Ù�È�ÎhÒ¡×bÈ�Ç:Î�âcÖØÑ,Ê�Ò¡Ö®ÌáÝ�Ê:àWÇ ÝzÑ^Ò�È¸Þ:Ö�@�àBÊ:Ü®Ï´Ï�ÑèÝ´ÎhÍ^È Ö®Ù Ï�Ç:Ö®Ì¡àBÎ^Ì�È^Ð
Ü®ÎhÒ��^È�Ü�
´×bÈ�àBÎ^Ê:Ì�È¶Ï�Ç�È¹Ö®ÙVÏ�ÈBÒeãJÎ^à~ÈTÛ:Ò�È�ÌeÌ�Ê�Ò�È¶Ö®Ì	Ê�Ù�ÍEÙ:Ñ3ä�Ù0�BA�Ñ^Ò�Ï�Ç�Ö®Ì#Ò�È�Î^Ì�Ñ,Ù
Ðcâ^ÈBÒ�
¡Ü®ÖØÏ�Ï�ÜØÈ¶Ö®ÌIÍcÙ�ÑPä�Ù
È�ÖØÏ�Ç�ÈBÒvÎh×bÑ,Ê�Ï0È��cÛ�Ü®Ö�àBÖØÏ0Ì�Ñ,Ü®Ê:Ï�ÖØÑ,Ù:ÌC�¯Ì�ÈBÈ;�ED$�F�µÑ^ÒvÑ,ÙG�^È�Ù:ÈBÒeÎ^ÜcÖ®Ì�Ì�Ê�È�Ì�Ì�Ê:àWÇ�Î^Ì.È���Ö®Ì�Ï�È�Ù:à~È$�GÊ:Ù�Ö�'�Ê:È�Ù�È�Ì�Ì
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Ñ^ãvàBÜ®Î^Ì�Ì�Ö®àBÎ^Ü
Ì�Ñ,Ü®Ê�Ï�ÖØÑ,Ù:Ì+� 7 È�ÎhÍ�Ì�Ñ,Ü®Ê�Ï�ÖØÑ,Ù:Ì¤ÎhÒ�È�Þ:È���Ù�È�Þ«Ö®Ù%���EÐ :+H���Ð%Î^Ù:Þ«Î�Ò�È��,Ê:Ü®ÎhÒWÖ®Ì�È�ÞáÝzÑcÞ�È�Ü
Ö®Ù
ä�Ç:Ö�àeÇ�Ï�Ç:È�ÝzÑ^×�Ö�Ü®ÖØÏ�
«Ö®Ì°Î-ÌeÝzÑ�Ñ^Ï�ÇËã¯Ê:Ù:à~Ï�ÖØÑ,ÙÓÑ^ã9Ì�ÎhÏ�Ê�ÒeÎhÏ�ÖØÑ,Ù Ö®Ì¶Þ:Ö®Ì�àBÊ�Ì�Ì�È�Þ�Ö®Ù � :�����Ð�×�Ê�Ï°Ù:È�ÖØÏ�Ç�ÈBÒ
Ñ^ãvÏ�Ç�È�Ì�È/ÎhÛ�Û:Ò�Ñ,Î^àeÇ:È�Ì�Ç:Î^Ì°ÜØÈ�ÞáÏ�Ñ�Û:ÒeÑ��^Ò�È�Ì�Ì�Ñ,ÙÓÏ�Ç�ÈG'EÊ�È�Ì�Ï�ÖØÑ,Ù«Ñ^ãvàBÜ®Î^Ì�ÌeÖ®àBÎ^ÜµÌ�Ñ,Ü®Ê:Ï�ÖØÑ,Ù:Ì¤Ï�Ñ-ÌeÇ:ÎhÒ�Û�ê
Ö®Ù�Ï�ÈBÒ�ã¯Î^à~È/ÝzÑcÞ�È�Ü®Ì��

4£ÙYÏ�Ç:Ö®Ì�Û�ÎhÛbÈBÒ�Ð9ä#ÈáÛ:Ò�Ñ3â^È�Î �,ÜØÑ^×%Î^Ü¤È��cÖ®Ì�Ï�È�Ù:à~ÈáÏ�Ç�ÈBÑ^Ò�È�Ý �¯Æ Ç:ÈBÑ^Ò�È�Ý :3�/ã@Ñ^ÒzÏ�Ç�ÈáãJÑ^Ò�ä¤ÎhÒeÞ
àBÎ^Ì�Èáä�ÖØÏ�Ç>Ì�Ý´Î^Ü®Ü	Ö®Ù:ÖØÏ�Ö�Î^Ü9Þ:ÎhÏ�Î Ì�ÎhÏ�Ì�ãF
EÖ®Ù �Ëà~ÈBÒ�Ï�Î^Ö®Ù Ì�Ý´Ñ�Ñ^Ï�Ç:Ù:È�Ì�Ì�à~Ñ,Ù�Þ:ÖØÏ�ÖØÑ,Ù:Ì�Ð.Î^Ù:Þ>ä#È¡Î^Þ:Þ:Ò�È�Ì�Ì
Ï�Ç�È¶Ö®Ì�Ì�Ê�È�ÌIÑ^ã
ä�Ç�ÈBÏ�Ç�ÈBÒ#Î ��Ù�ÖØÏ�È~ê�Ï�Ö®ÝzÈ�Ö�ÙVÏ�ÈBÒ�ã¯Î^à~È°ÌeÖ®Ù��,Ê:Ü®ÎhÒWÖØÏ�
�àBÎ^Ù�ÑcàBàBÊ�Ò¤Ö®ÙzÏ�Ç�È°×�Î^à�ÍEä¤ÎhÒeÞáàBÎ^Ì�È��
ëEÛbÈ�àBÖ���àBÎ^Ü�Ü�
^ÐPä#È�ÎhÒ�È Îh×�ÜØÈ#Ï�Ñ¹Ì�Ç�ÑPäèÏ�Ç�È¤ã@Ñ,Ü®Ü®Ñ3ä�Ö®Ù ��Ò�È��,ÎhÒeÞ�Ö®Ù��TÌ�Ö®Ù��,Ê:Ü�ÎhÒeÖØÏ�
¹ãJÑ^ÒeÝ´ÎhÏ�Ö®Ñ,Ù �¯ÎTÛ�Ò�È�àBÖ®Ì�È
Ì�Ï�ÎhÏ�È�ÝzÈ�Ù�Ï�Ö�Ì;�,ÖØâ^È�Ù ×bÈ�ÜØÑPä�Ð0Ö®Ù��¤Ñ^Ò�Ñ,Ü®Ü®ÎhÒ�
 :3����ÖØÏ�Ö�Ì¹ÛbÑ,Ì�Ì�ÖØ×�Ü®È�Ï�ÑÓà~Ñ,Ù�Ì�Ï�ÒeÊ:à~Ï/Ì�Ñ,Ü®Ê�Ï�ÖØÑ,Ù:ÌTÏ�ÑËÏ�Ç�È
×�Î^àeÍ�ä¤ÎhÒeÞ�Û�Ò�Ñ^×�ÜØÈ�Ý´Ì�Ï�Ç:ÎhÏ�Ì�Ï�ÎhÒ�Ïµä�Ö®Ï�Ç¹Î Ì�ÝzÑEÑ^Ï�Ç �¯Î^Ù:Î^Ü�
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ξΙ =−At

Ι =−At/κ ξ

ξ Ι =At

 ξ Ι =At/κ

( ξ ,t)

r2  characteristic
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