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i = 1, . . . , n
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du

dt
= f(u),

�¢¡£�:¡ dui

dx
= fi(x, u1(x), · · · , un(x)) i = 1, . . . , n
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u(x) − λ

∫ b

a
K(x, y)u(y) dy = f(x),

� �/���/��5����������z�0�W�
56�
{��������¤�����/�����0�:{ � �W�z���¨�Q��������{���{����3{h����56��}���{h
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ui = ui(x, y, z, t)
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u = u(x, t)
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∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0,
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u(t− 1)

�

du

dt
(t) = −u(t− 1)

t
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u′′(t) + 3etu′(t) + u(t− 1) = t2,
}��:5

t ≥ 1,

u(t) = 1
}��:5

0 ≤ t ≤ 1.
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ut + uux = 0,
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utt = uxx + sinu
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t > 0,
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[
�0�
{�|1���

] = L,

[
��56���

] = L2,

[ � �:�0��	�� ] = L3,

[
�z�
{h������~

] = M/L3,

[ � �
�0��
�����~ ] = L/T,

[
�1
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] = L/T 2,

[
	y�:	y�
{�����	

] = ML/T,

[
}��:5�
��

] = ML/T 2,}��:5�
����1��56���
[
��56���6�6��56�

] = M/LT 2.
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m1x1 = m2x2,

�6�\���/��� x1

x2
=
m2

m1
.

� }%$ ���/��{�������~'&
= MαLβT γ �����
{����.�Y{���	y�
56��
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q1
q2

=

(

m2

m1

)α( l2
l1

)β ( t2
t1

)γ

.
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F = ma
��{h�

p+
ρu2

2
= p0,
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[F ] =
ML

T 2
= [m][a]
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ρu2

2

]

=
M

L3

(

L

T

)2

=
M

LT 2
= [p] .
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x̂ = x/l
�k�Q����
.�±���

�z�0	��
{h���0�:{��0���������¢¡£�:¡
[x̂] = 1
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����h���/��{�������~
q
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q̂ = q/q0
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ρ
∂2y

∂t2
= T0

∂2y

∂x2
−B

∂4y

∂x4
,

� ¼ �

y(0, t) =
∂y

∂x
(0, t) = y(l, t) =

∂y

∂x
(l, t) = 0.
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ρ :
	��1���.����{����Q�0�
{�|1���

[ρ] = ML−1,

T0 :
���
{h���0�:{ × ��56���

[T0] = MLT−2,

B :
�k�
{h�z�0{�|������0�k{������

[B] = ML3T−2,

l :
�0�
{�|1���

[l] = L.

�_���
x̂ =

x

l
, t̂ =

t

t0
, ŷ =

y

y0
,

�Q���
56�
t0
���²��56�
��56���6�
{�������� � �����0	y����
����0� � �Q����
.���¤���Q�0�0���6���:5�����~��z�����
56	y�0{�������{h� y0

���²�y56�
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y(x, t)

�������t�z� ����
����0�:{��:}��������k����	-¡�2Y���
{

∂2ŷ

∂t̂2
=

t20
y0

∂2y

∂t2

=
t20
ρy0

(

T0
∂2y

∂x2
−B

∂4y

∂x4

)

=
t20
ρ

(

T0

l2
∂2ŷ

∂x̂2
− B

l4
∂4ŷ

∂x̂4

)

=
t20T0

ρl2
∂2ŷ

∂x̂2
− t20B

ρl4
∂4ŷ

∂x̂4
.
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5�� � �¢¡£�:¡v�6���3���3���y�����/��� ¼ ��¡ �c�������

t0 = l

√

ρ

T0
,

�6�\���/���
t̂ =

t

l

√

T0

ρ

� 
.����
.�)���/���
[t0] = T

��{h�)�����
56�
}��:56�
t̂
���Q�z�0	y�
{h���0�:{��0��������¡v2Y���
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∂2ŷ

∂t̂2
=

∂2ŷ

∂x̂2
− β

∂4ŷ

∂x̂4
,

� ;i�

ŷ(0, t̂) =
∂ŷ

∂x̂
(0, t̂) = ŷ(1, t̂) =

∂ŷ

∂x̂
(1, t̂) = 0,

�
� �
�Q���
56�

β =
B

T0l2
.
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�����~��1�Q����������56�:���0�
	§�3���
{±��{/����~z�6�0{�|��6�:	y�¨����56|:�
5Q	y���z�
�¢¡
�&���
{ �¤� �/� � ���-���
�0���x�k�i�6���H��{h� {��:{h�z�0	y�
{h�6�0�:{/���0�������H	y���z�
�¢���¤�)�����
{ �3��{��\����
��:{h�����z�
5y���.��56�:���h����{����6����{h�
���������0�0����~i¡

� �
	�Z��nNYU V�[
�����
�c�²º�5����Y56� � ���6�¨�6�:	y�²�/�1�6��
²}e�1
��.�3���k�:�z�3�0�0{�����5���56�:���0�
	��
���6�0{h
����:}����
{ ���������¨��56� � ���z�������²�/�1�6����}��:53������56�����0	������0�:{�:}�	y�:56��
��:	y���0��
��������-��56�:���0�
	���¡

�u^`] ���vf��ng�f/o��vq4w`s ��wel:fhg�j��Wlib���f
��56�
�0�0	y�0{/��5�~#�:�h���
5 � �����0�:{?���k�:�z�Q�0�0{�����5Q�����/�����0�:{h�

Au = b.
� � �

A
���Q��{

m× n
56�����4	�����56���W�

u
���Q� � ��
����:5Q�0{ R

n � b �0{
R

m ¡v2����
56�t���Q�\�6�:� � �����0�0����~-
��:{h�z�����0�:{?�1�Y}��:�0�0����� � � � ���/�1����6�:�0�z���0�:{
u ⇔ v · b := vT b = 0

}��:53� � �
5�~ v
�0{

R
m �6�h
.�#���/���

ATv = 0
¡

�
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��¯�´¥´�� ¸²�6�0{�| L(a1, · · · ,an) =
�����t�0�0{�����5Q���/��{��:}

a1, · · · ,an
�����¨�/� � ��}��:5 A = (a1, . . . ,an)

�

Au = b
�/�1���\�6�:�0�z���0�:{

u ⇔ b
���Q�\�0�0{�����5Q
��:	����0{/�����0�:{��:}�������
��:�0��	�{h�Y�:}

A

⇔ b ∈ L(a1, · · · ,an)

⇔ Lb ⊆ L(a1, · · · ,an)

⇔ Lb⊥ ⊇ L(a1, · · · ,an)⊥

⇔ � � �
5�~ � ��
����:5 v
�Q�����-���1
.�

aT
i v = 0

�����6�y�/�1�
vT b = 0

¡

��c�!��56�t|:�:�0{�|y�����z����
�56�0�k�����:� � �����0�0����~±
��:{h�z�����0�:{h��}��:5Q�0�0{�����5Q���z� 2 �²��{/���0�:|:�:�h�����������i���!}��:5Q�0�0{�����5����0|:�
��5.����
t�����/������0�:{h�
¡ �c���Q�0�0�_�z���������Yº�5����Q}��:5Y�������6��
��:{h�-�:5��z�
5356�����4�6
�������5�
��1�6�:�k��{h� |:� � �������¨|:�
{��
5.��� � �
5��6�0�:{-�������
5
¡� �:{h�6���z�
5²�\�z�0�k�
56�
{��������4�:�k�
5.�����:5

L[u] :=
d2u(x)

dx2
+ α(x)

du(x)

dx
+ β(x)u(x) = u′′ + αu′ + βu,

}��:5
0 < x < 1,

�Q���
56�
α(x)

�
β(x)

��56�t
��:{����0{����:�h�Q56������� � ���0������}���{h
����0�:{h�3�:{ [0, 1]
¡ � �!��56�¨|:�:�0{�|y���y
��:{h�6���z�
5 �

��¯�ª�. ®h¯ +���¯�´���µ�­�.
L[u] = b(x)

}��:5
0 < x < 1,

�Q�����#���¤���0�0{�����5Q���:	y�:|:�
{��
�:�h�3�k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h�Q�:{
u
��{h�/���:5

u′
���
x = 0

��{h�/���:5
1
¡

' ���
´kª¬«  ���¯�´	��µ¬­�.
L∗[v] = 0

}��:5
0 < x < 1,

�Q�����)���¤�\�0�0{�����5Y���:	y�:|:�
{��
�:�h���k�:��{h�h��5�~#
��:{h�z�����0�:{h�Y�:{
v
��{h�

v′
���
x = 0

�
1
¡�2������1�����:�0{��Q�z�0�W�
56�
{��������¥�:�k�
5.�����:5

���
L∗[v] = v′′ − (αv)′ + βv.

2Y���t���:� � �����0�0����~#56���6����� � �h�6�/���0��~#��{����3{±�1�������t¦h56���z���:�0	8�������
56{/����� � �������Y���/���

��56�0	���5�~)�/�1���\�6�:�0�z���0�:{
u⇔

∫ 1

0
v(x)b(x) dx = 0

}��:53� � �
5�~#�6�:�0�z���0�:{ v �:}�������,Y�����:�0{���¡
�c�¨º�5����Q{��1���¨������}���{h�h��	y�
{������4���z�
{�������~

∫ 1

0
(vL[u] − uL∗[v]) dx =

∫ 1

0
v(u′′ + αu′ + βu) − u(v′′ − (αv)′ + βv) dx

=
[

vu′ − uv′ + αuv
]1

0

= B(u, v),

�Q���
56�
B(u, v)

���Q�\���0�0�0{�����5Q}��:56	 �0{#������

����������������������� �v�:}
u
��{h�

v
¡

2Y�����3���0�0�0{�����5Q}��:56	 	\�h���Q�k�¨{��:{z�`�6�0{�|:������5²�0{#�����t�.��	y�����
{h�6�����/���
B(u, v) = 0

}��:5²���0�
v
�0	y���0�0���

u = 0
¡v³v����� � ����0�
{�����~i�h�¤�t
���{ �Q56�����

B(u, v) =
(

v(1) v′(1) v(0) v′(0)
)









α(1) 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 −α(0) −1
0 0 1 0

















u(1)
u′(1)
u(0)
u′(0)









�
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��{h�

B(u, v)
���Y{��:{z�`�6�0{�|:������5Q�0}������t
��
{���5.���_	)����56���)���Y{��:{z�`�6�0{�|:������5
¡

� }
u(1)

�
u′(1)

�
u(0)

�
u′(0)

�:�k��~±�����#�0�0{�����5¨���:	y�:|:�
{��
�:�h�������/�����0�:{h� � �����y��56�0	���5�~��k�:��{h�h��5�~�
��:{h�z�����0�:{h���������
{
���t�6�/���0�4{��
���-���¤���0�0{�����5����:	y�:|:�
{��
�:�h�������/�����0�:{h�Q�:{

v(1)
�
v′(1)

�
v(0)

�
v′(0)

����}��:5�
��
B(u, v) = 0

� �����
56�\��56�\7
�z�
|:56�
���Q�:}�}�56�
���z�:	§�0�
}�����¡v2Y�����6��
��:{h�z�����0�:{h�Q�:{

v
��56���������1�����:�0{��Q�k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h�
¡

�u^�� ��� �_s��¤w¢fkp
���_®/. ��µ�­c% 
������k�i������������56�0	���5�~)�k�:��{h�h��5�~�
��:{h�z�����0�:{h�²��56�

u(0) = 0, u′(0) = 0
�n56�0	)��5�~)�k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h�

� ��{-�0{���������� � ���0������56�:���0�
	-� ��� �¤��¡/2����
{

B(u, v) = v(1)u′(1) − v′(1)u(1) + α(1)v(1)u(1).

2���}��:5�
��¨�������Y��� � ��{������ � }��:5²��56������5.��5�~ u(1)
�
u′(1)

�v�¤�¨	\�h���3�/� � �

v(1) = 0, v′(1) = 0
,Y�����:�0{��Q�k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h�

.

���_®/. ��µ�­?+ 
������k�i������������56�0	���5�~)�k�:��{h�h��5�~�
��:{h�z�����0�:{h�²��56�

u(0) = 0, u(1) = 0
��56�0	���5�~ �k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h�

� �\�k�:��{h�h��5�~ � ���0���t��56�:���0�
	-� 4 � �¤��¡h2����
{

B(u, v) = v(1)u′(1) − v(0)u′(0).

2���}��:5�
��¨�������Y��� � ��{������ � }��:5²��56������5.��5�~ u′(0)
�
u′(1)

�v���¨	��h���3�/� � �

v(0) = 0, v(1) = 0
,Y�����:�0{����k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h�

.

���_®/. ��µ�­
	 
������k�i������������56�0	���5�~)�k�:��{h�h��5�~�
��:{h�z�����0�:{h�²��56�

u(0) = u(1), u′(1) = 0
��56�0	���5�~ �k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h�

� �\|:�
{��
5.���0���6���-�k�:��{h�h��5�~ � ���0���t��56�:���0�
	)��¡�2Y���
{

B(u, v) = −v′(1)u(0) + α(1)v(1)u(0) − v(0)u′(0) + v′(0)u(0) − α(0)v(0)u(0).

2���}��:5�
��¨�������Y��� � ��{������ � }��:5²��56������5.��5�~ u(0)
�
u′(0)

�v�¤�¨	\�h���3�/� � �

v(0) = 0, v′(1) − α(1)v(1) = v′(0)
,Y�����:�0{��Q�k�:��{h�h��5�~�
��:{h�z�����0�:{h�

.

��®/")+ ��®�¯  �´�� ��¯�´¥´ � � }3�-���:�0�z���0�:{
u
�:}¤��������56�0	���5�~���56�:���0�
	 ���������.������{h�

v
���!��{�~c���:�0�z���0�:{©�:}¤�����)�1�����:�0{��

��56�:���0�
	��z�����
{
∫ 1

0
(vL[u] − uL∗[v]) dx = B(u, v),

�¢¡£�:¡�}��:5
u (v)

�.��������}�~��0{�|��:��5Y��56�0	���5�~ � �1�����:�0{�������56�:���0�
	 ���¨�/� � �
∫ 1

0
vb dx = 0.

�
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2Y�����/��5��z�
53�/��5�� � �0}������t�1�����:�0{��²
��:{h�z�����0�:{����:�����Y�����
{±�\�6�:�0�z���0�:{����������.����56�������056���Y�����y�����
�h�
¼ ¡ � �:{ � �
5��3�����t���z�¨��56�:���0�
	 ������{#�0{����
|:5.���4�����/�����0�:{���~ �h�6�0{�|����²56�
�
{32 �3}���{h
����0�:{¥¡
7�¡v¸��6�²����� ��¦h56���z���:�0	 ,Q�����
56{/����� � � �¨�����
�:5�~ �:}��0{����
|:5.���4�����/�����0�:{h�Y���\�Q56�������z���Q{-���:� � �����0�0����~-
��:{h�z�����0�:{h�Q}��:5�������0{����
|:5.���4�����/�����0�:{¥¡
2Y�����Y�����Q��~������t�6�:� � �����0�0����~-
��:{h�z�����0�:{�}��:53���z� 2 �Y���3�h���/���0��~-
����0�0��� �����t¦h56���z���:�0	8�������
56{/����� � �:¡

���_®/. ��µ�­±´�� "
´kµ��z®���ª¬µ¬ª  + *:´k«���ª  �ª�´W«
��56�0	���5�~ ��56�:���0�
	 �

u′′(x) = b(x)
}��:5

0 < x < 1, u′(0) = u′(1) = 0.
,3�����:�0{��Q��56�:���0�
	 �

v′′(x) = 0
}��:5

0 < x < 1, v′(0) = v′(1) = 0.2Y���
56�����Q��{��:{���56� � �������6�:�0�z���0�:{��:}4�����!�1�����:�0{����/{/��	y�
��~

v =

��:{h������{����k�.�
~

v = 1.
���
{h
��¨�����
56�����Q�����:�0�z���0�:{��:}������¨��56�0	���5�~ �0}n��{h�#�:{���~)�0}

∫ 1

0
b(x) dx = 0.

� ­�«4­�¯�®/µ¬ª�"
®  �ª�´k« 
������k�i�6�
u
���3� � ��
����:53�:}�
��:	y���0����� � ���0�����-}���{h
����0�:{h�
�/�:�k��~��0{�|������0|:���
5��x�:5��z�
5���56�0	���5�~ ��56�:�z��0�
	�¡

��¯�ª�. ®h¯ +
L[u] = b(x)

}��:5
0 < x < 1,�Q�����-��56�0	���5�~)�k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h�Q�:{

u
���
x = 0

�
1
���3���
56�

L[u] =
k
∑

r=0

Ar(x)
dru

dxr
=

k
∑

r=0

Ar(x)u
(r),

�Q���
56�3�����
Ar(x)

��56�Q	�����56��
�������
��:{����0{����:�h���0{
x
����{h�

b
����� � ��
����:5v�:}¥
��:{����0{����:�h��}���{h
����0�:{h��¡v24�!���������Q�������1�����:�0{����56�:���0�
	 ���¨�0{���56���z�h
��!�6�:	y�¨{��1�������0�:{¥¡

¼ ¡
A∗ =


��:{ ����|������t�:}���5.��{h���k�i�6�t�:}
A
$ �0�0�:�

A′ �0{#	����������	&
7�¡ � }

v
���Q� � ��
����:5Q�:}�
��:{����0{����:�h�Q}���{h
����0�:{h� � �.��	y�¨�:5��z�
5��1� b �������
{��z�
º�{��!��{-�0{�{��
53��56���z�h
��

〈v, b〉 =

∫ 1

0
v(x)∗b(x) dx =

∑

i

∫ 1

0
vi(x)bi(x) dx.

2Y���
{
�n56�0	)��5�~)�/�1�Q���6�:�0�z���0�:{

u⇔ 〈v, b〉 = 0
}��:5Y� � �
5�~-���:�0�z���0�:{ v �:}�������,Y�����:�0{�����56�:���0�
	-¡

' ���
´kª¬«  
L∗[v] = 0,�Q�����±�1�����:�0{��Q�k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h�Q�:{

v
���
x = 0

�
1
¡�2����!�1�����:�0{��²�z�0�k�
56�
{��������4�:�k�
5.�����:5Q���

L∗[v] =
k
∑

r=0

(−1)r (A∗
rv)

(r) .

�
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2Y����}���{h�h��	y�
{������_���z�
{�������~#���

〈v, L[u]〉 − 〈L∗[v], u〉 =

∫ 1

0

∑

r

(

v∗Aru
(r) − (−1)r(v∗Ar)

(r)u
)

dx

=

[

∑

r

v∗Aru
(r−1) − (v∗Ar)

′u(r−2) + · · · + (−1)r−1(v∗Ar)
(r−1)u

]1

0

= B(u, v).

2Y�����
B
�����h�6������� 
��:{h����56�h
����������1�����:�0{��¨�k�:��{h�h��5�~�
��:{h�z�����0�:{h�������1
�����~?�1�²�0{��������/�1�6��
�
��1�6�\
��:{h�6���z�
56���?����56�0�0�
5

�
B
���Q� ���
56	y��������{-}��:56	 {�������¡�2Y���¨���1��~ �/��5��Q�:}4��������56���:}u��� ���h���²�1�Y�k�
}��:56�:¡

� � U � �nZ �����
X!Z\P�� 	.VYZ � N3Z�[�� 	 ���kU 	
	�X�� 	�V3Z��
¦��05����Y����56�
}��
5Y�/�1
.�����y�:��53�/�1�6��
¨���z�

L[u] := u′′ + α(x)u′ + β(x)u.

� �u��������56�:���0�
	
{

L[u] = 0,
}��:5

0 < x < 1,��56�0	���5�~)�k�:��{h�h��5�~�
��:{h�z�����0�:{h�Q�:{
u
�

�/�1�Q´k«�µ!+������t�6�:�0�z���0�:{
u = 0

�  #�4­�«������
56�����Q� � �²56�
�
{32 �3}���{h
����0�:{ �
G(x, y)

���h
.�-���/���3�����¨��56�:���0�
	
{

L[u] = f(x),
}��:5

0 < x < 1,��56�0	���5�~)�k�:��{h�h��5�~�
��:{h�z�����0�:{h�Q�:{
u
�

�/�1�Y����� ��«�ª�
3�4­ "
´Wµ��  �ª¬´k«

u(x) =

∫ 1

0
G(x, y)f(y) dy.

�
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� �:{h����56�h
����0�:{��:}n���²56�
�
{32 �3}���{h
����0�:{-�������:� � �

u′′(x) + α(x)u′(x) + β(x)u(x) = f(x)
}��:5

0 < x < 1,

p11u(1) + p12u
′(1) + p13u(0) + p14u

′(0) = 0,

p21u(1) + p22u
′(1) + p23u(0) + p24u

′(0) = 0.

���
56�
α(x), β(x)

��56��
��:{����0{����:�h�Y}���{h
����0�:{h�Y�:{
[0, 1]

��{h�
pij

��56��
��:{h������{��.�
¡ 
��0{h
��²���²�/� � �t������
��:{h� �:5��z�
5Y�0�0{�����5���z�¨�����
56�����Q�������y�z�0	y�
{h�6�0�:{/��� � ��
����:5Q�6�/�1
����:}u���:�0�z���0�:{h�Q�:}����������:	y�:|:�
{��
�:�h�3�����/�����0�:{

u′′ + αu′ + βu = 0
}��:5

0 < x < 1.

¶ ��5Q
��:{ � �
{����0�:{-����56�:��|:���:�z�����
56�t�������/���Q�0{-|:�
{��
5.��� u(x) �������Q��
��t
��:{����0{����:�h����~��z�0�W�
56�
{����������0�t�0{ (0, 1)
��{h�#�/�1�


��:{����0{����:�h���z�
56� � ����� � ���Q�:{ [0, 1]
¡

� }����±�0	y�k�i�6�?�c���0{�|:�0�?���:	y�:|:�
{��
�:�h�)�k�:��{h�h��5�~ 
��:{h�z�����0�:{O�����
{ �����
56�±�Q�0�0�²�����0�0�²�k�?� �:{����`�z�0	��
{h���0�:{/���¨�6�/�1
��
�:}u�6�h
.�����:�0�z���0�:{h�
�k�6�y�0���

u1
�k�t��{�~ }���{h
����0�:{��:�k��~��0{�|y���������:	y�:|:�
{��
�:�h�Q���z�t��{h�#������º�5������k�:��{h�h��5�~#
��:{h�z�����0�:{¥�

��{h���0���
u2

�k�²��{�~y}���{h
����0�:{��:�k��~��0{�|t���������:	y�:|:�
{��
�:�h�����z�²��{h�y�������6��
��:{h���k�:��{h�h��5�~�
��:{h�z�����0�:{¥¡�4v~���~��k�1�������6���
�����
56�¨����{���{��:{z���
�
56���6�:�0�z���0�:{-�:}_�����¨���:	y�:|:�
{��
�:�h�3���z�t��{h� �n´/ ���k�:��{h�h��5�~#
��:{h�z�����0�:{h�
�k���

u1
�z������{��1�Q�.�������6}�~

�����\�6��
��:{h�±�k�:��{h�h��5�~�
��:{h�z�����0�:{¥�_��{h�
u2

�z�����²{��1���.��������}�~������!º�5����²�k�:��{h�h��5�~�
��:{h�z�����0�:{¥¡ ���
{h
��
u1

��{h�
u2

��56�
�0�0{�����56��~#�0{h�z�
�k�
{h�z�
{���¡ �_���

w = u1u
′
2 − u2u

′
1 6= 0

�:{
[0, 1]

¡
��� }
w(x0) = 0

�����
{
(

u1(x0) u2(x0)
u′1(x0) u′2(x0)

)(

A1

A2

)

=

(

0
0

)

�/�1���¨{��:{z���
�
56�����:�0�z���0�:{
(A1, A2)

¡u2Y���
{
u = A1u1 +A2u2

�/�1�
u(x0) = 0

��{h�
u′(x0) = 0

��{h���:�k��~z�
u′′ +αu′ +

βu = 0
¡\2����
56�
}��:56�y��~±��������{��������
{����6�¨�����
�:56�
	 }��:5��6�:�0�z���0�:{h���:}v�:��5¨���z�\���\�/� � � u ≡ 0

¡�4¤�z�
u1

��{h�
u2

��56�
�0�0{�����56��~#�0{h�z�
�k�
{h�z�
{����v
��:{���5.�1�z��
����0�:{¥¡¤2Y���
56�
}��:56�

w(x0) 6= 0
¡·�

0Q��� �0���
u0(x) = u2(x)

∫ x

0

u1(y)f(y) dy

w(y)
− u1(x)

∫ x

0

u2(y)f(y) dy

w(y)
.

2Y�����Y���Q���/��5�����
�������5��0{����
|:5.���¢¡ � ����
����������0�:{��������������/���

u′0 = u′2(x)
∫ x

0

u1(y)f(y) dy

w(y)
+
u2(x)u1(x)f(x)

w(x)
− u′1(x)

∫ x

0

u2(y)f(y) dy

w(y)
− u1(x)u2(x)f(x)

w(x)

= u′2(x)
∫ x

0

u1(y)f(y) dy

w(y)
− u′1(x)

∫ x

0

u2(y)f(y) dy

w(y)
,

u′′0 = u′′2(x)
∫ x

0

u1(y)f(y) dy

w(y)
+
u′2(x)u1(x)f(x)

w(x)
− u′′1(x)

∫ x

0

u2(y)f(y) dy

w(y)
− u′1(x)u2(x)f(x)

w(x)

= u′′2(x)
∫ x

0

u1(y)f(y) dy

w(y)
− u′′1(x)

∫ x

0

u2(y)f(y) dy

w(y)
+ f(x).

���
{h
��

u′′0 + αu′0 + βu0 = (u′′2 + αu′2 + βu2)

∫ x

0

u1(y)f(y) dy

w(y)
− (u′′1 + αu′1 + βu1)

∫ x

0

u2(y)f(y) dy

w(y)
+ f(x)

= f(x).

�
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���������|:�
{��
5.���¤�6�:�0�z���0�:{ �:}Y�:��5t���z�����

u = u0 + A1u1 + A2u2
�Q�����

A1
�
A2

��56������5.��5�~i¡�2���	)���:�
u
�:�k��~������

º�5����\�k�:��{h�h��5�~©
��:{h�z�����0�:{ 
.�����i�6�
A2


��:5656��
�����~i¡?2��±	����:�
u
�:�k��~ ����� ����
��:{h�©�k�:��{h�h��5�~ 
��:{h�z�����0�:{ 
.�����i�6�

A1
��:5656��
�����~i¡¤2������Y��56� � ���z���²����{�������� u ¡ � ���Q�0�0�_�6����� ���3�/�1�Y������56�������056���-}��:56	-¡�¦��05������z�
º�{��

u0(x) =

∫ 1

0
G0(x, y)f(y) dy,

�Q�����

G0(x, y) =







u2(x)u1(y) − u1(x)u2(y)

w(y)

�0}
y ≤ x,

0
�0}
y ≥ x.

���
56�¨�¤��
.�����i�6�
G0 = 0

}��:5
x ≤ y

�6�\���/���

u0(x) =

∫ x

0
G0(x, y)f(y)dy

�:{���~ �z�
�k�
{h���t�:{������ � ���0�����t�:} f(y)
}��:5

y ≤ x
���¢¡£�:¡)�#
����h�.���0����~ �z�
�k�
{h�z�
{h
����0}

x
���¨���0	y�:¡ � �������
5��¤�y	����:���

	��:56����~�	y	�����56��
���56|:��	y�
{���¡·�
2Y���
{¥���6�0{h
��

u1
�.�������6º����¤������º�5����Y�k�:��{h�h��5�~#
��:{h�z�����0�:{¥�

u
�3�0�0�_�����6���.��������}�~����������k�:��{h�h��5�~ 
��:{h�z�����0�:{#�0}_�¤�¨
.�����i�6�

A2
�6�����/���

p11u0(1) + p12u
′
0(1) + p13u0(0) + p14u

′
0(0) + A2(p11u2(1) + p12u

′
2(1) + p13u2(0) + p14u

′
2(0)) = 0,

�¢¡£�:¡
A2 = −p11u0(1) + p12u

′
0(1) + p13u0(0) + p14u

′
0(0)

p11u2(1) + p12u′2(1) + p13u2(0) + p14u′2(0)
.

0��1���¨���/���3�������z�
{��:	��0{/�����:53���Y{��1� �
�
56���6�0{h
����1�����
5��Q�����
u2

���:�����-�.��������}�~#�k�1���-�k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h�
¡�4¤�z�

u0(1) =

∫ 1

0
G0(1, y)f(y) dy,

u′0(1) =

∫ 1

0

∂G0

∂x
(1, y)f(y) dy,

u0(0) =

∫ 1

0
G0(0, y)f(y) dy,

u′0(0) =

∫ 1

0

∂G0

∂x
(0, y)f(y) dy.

2Y���
56�
}��:56�
A2 =

∫ 1

0
α2(y)f(y) dy,

�Q�����

α2 = −p11G0(1, y) + p12
∂G0

∂x (1, y) + p13G0(0, y) + p14
∂G0

∂x (0, y)

p11u2(1) + p12u′2(1) + p13u2(0) + p14u′2(0)
.

¼ 9
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��0	��0����56��~����¨º�{h�

A1 =

∫ 1

0
α1(y)f(y) dy,

�Q�����

α1 = −p21G0(1, y) + p22
∂G0

∂x (1, y) + p23G0(0, y) + p24
∂G0

∂x (0, y)

p21u1(1) + p22u′1(1) + p23u1(0) + p24u′1(0)
.

2Y���h�
u =

∫ 1

0
G(x, y)f(y) dy

�1�356�������056���S���Q���
56�
G(x, y) = G0(x, y) + α1(y)u1(x) + α2(y)u2(x).

� {-}e�1
����h}��:5���|:� � �
{ y ����
���{-
.����
.�)���/���

• G(x, y)
�:�k��~z�Y���������:	y�:|:�
{��
�:�h�3�k�:��{h�h��5�~�
��:{h�z�����0�:{h�²���

x = 0
��{h�

x = 1
¡

• G(x, y)
�:�k��~z�Y���������:	y�:|:�
{��
�:�h�Q�z�0�W�
56�
{��������4�����/�����0�:{����z
��
�z�²���

x = y
¡

• G(x, y)
���3
��:{����0{����:�h�²���

x = y
¡

•
[

∂G(x, y)

∂x

]x=y+

x=y−
= 1.

2Y�����6�¨}��:��5Q
��:{h�z�����0�:{h��
���{-�k���h����� ����
��:{h����56�h
��Q����� �²56�
�
{h�3}���{h
����0�:{¥¡
2������0{����
|:5.�����:�k�
5.�����:5²�z�
º�{����-��~ ����� �²56�
�
{32 �3}���{h
����0�:{±���Y�����t�0{ � �
5��6�t�:}������!�z�0�W�
56�
{��������4�:�k�
5.�����:5Q���:|:�������
5�Q�����#�����¨�k�:��{h�h��5�~�
��:{h�z�����0�:{h��¡

���_®/. ��µ�­

u′′ = f
�:{

[0, 1],

u(0) = 0,

u(1) = 0.

� �3�
��56���6�
{��.�Q�����/�����0�:{��:}u������56���.
.����������56�0{�|��Q�������\}��:5�
��
f(x)

�k�
53��{����Q�0�
{�|1���¥¡·�

f(x)
u(x)

x
¦h�:�0�0���Q�0{�|���������56��
����z��56�����k� � � u1(x) = x

�
u2(x) = 1 − x

�
w = −1

¡�2Y���
{

G0(x, y) =

{

−(1 − x)y + x(1 − y)
�0}
y ≤ x,

0
�0}
y ≥ x.

¼:¼
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���

u0(0) + A2 = 0, u0(1) +A1 = 0,
�6�����/���

A2 = −
∫ 1

0
G0(0, y)f(y) dy,

A1 = −
∫ 1

0
G0(1, y)f(y) dy.

���
{h
��

G(x, y) = G0(x, y) −G0(0, y)u2(x) −G0(1, y)u1(x)

=

{

−y(1 − x)
�0}
y ≤ x,

−x(1 − y)
�0}
y ≥ x.

= −min(x, y)(1 − max(x, y)).
� ¯ � ���1�6�0�
5��¤}�56�:	 �����¨}��:��5Q
��:{h�z�����0�:{h�Q�:{

G
�¤����{���� ���/���

G(x, y) = a(y)u1(x) = a(y)x
�0}
x ≤ y,

G(x, y) = b(y)u2(x) = b(y)(1 − x)
�0}
x ≥ y,

�����.��������}�~ �����/�����0�:{?��{h� �k�:��{h�h��5�~�
��:{h�z�����0�:{h��¡¤2�����º�{/���¥���¤��
��:{h�z�����0�:{h���z�����
56	y�0{��
a
��{h�

b �

G(y, y) = a(y)y = b(y)(1 − y),
[

∂G(x, y)

∂x

]x=y+

x=y−
= −b(y) − a(y) = 1.

���
{h
��
a(y) = −(1 − y)

�
b(y) = −y ¡�0������h{���	��
56��
����0��~#�z����
�56����� �
�\��� xi = i/n

�
i = 0, . . . , n

¡ �c56�����
ui = u(xi)

�
fi = f(xi)

¡v2����
{#�����356�����
u′′(xi) →

ui+1 − 2ui + ui−1

(1/n)2
.

2Y�����k�:��{h�h��5�~#
��:{h�z�����0�:{h�Q|:� � � u0 = un = 0
¡v2��������z� 4 � �H�k��
��:	y���������¨��56���z����|:�:{/�����6���Q�:}��0�0{�����5Q�����/�����0�:{h�

















−2n2 n2 0 · · · 0

n2 · · 0

¡¡¡
0 · · · 0¡¡¡

0 · · n2

0 · · · 0 n2 −2n2























u1¡¡¡
un−1






=







f1¡¡¡
fn−1







�¢¡£�:¡
Lnu = f .

2Y�����0{����
|:5.���_56�
��56���6�
{��������0�:{

u(x) =

∫ 1

0
G(x, y)f(y) dy,

�Q�����#��������5.���k� �
�0��	 56���0�:�h�k��
��:	y���

ui =
∑

j

G(xi, xj)fj

n
=
∑

j

G(xi, xj)fj∆x,

¼ 7
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u = Gnf ,
�Q���
56�

(Gn)ij = −min(i, j)

n

(

1 − max(i, j)

n

)

1

n
, (i, j = 1, . . . , n− 1).

Ln
��{h�

Gn
��56�t­ �_® *� ¨�0{ � �
5��6�t	�����56��
����
¡ � {#�������z����
�56����� �
����
��1�6� (Gn)ij =

56�����k�:{h�6���0{
u
���
xi
������{����Q�0{����z�Q�0{

f
���
xj
¡�2����h�

G(xi, xj)
����������56���6�k�:{h���t�0{

u
���
xi
��������{������0{����z�Q�0{

fj∆x
���
xj
¡

2��������0���:��� ¶ ���¥�0{����/���t�¤�y56�
|���5��������y}��:5�
����k�
5���{����!�0�
{�|1���
f(x)

�1��56�
�����1
����c��~ � �6��	 �:}¤�k�:�0{��!�0{����z�.�
fj∆x

���
xj
�z�����
{#���/���Q�k�:�0{���}��:5�
����0{����z� → G(x, xj)fj∆x

���
x
¡�2Y���
{-�6��	 � � �
5 j ↔ �0{����
|:5.������� � �
5 y ¡4��z���k�1�

∆x→ 0
�z�������k�:�0{���}��:5�
������3
��:{h
��
{���5.�������-� � �
5 �
�
56�y�0�
{�|1���¥�k�1�Y�0}

∂2G

∂x2
= δ(x− xj)

�Q���
56������� � � 
����\�-}���{h
����0�:{ ���/���\��� �
�
56�����z
��
�z�y���
x = xj

��{h�©�/�1�\����{����\�0{����
|:5.����� �3����
.� ���!�0	y�k�i���6�0���0�:¡
δ(x− y)

�����`������}��:5�
����k�
53��{����Q�0�
{�|1���#�Q���
{±����{����Q�k�:�0{���}��:5�
������Q�������0�0�������
y
�.¡ � �3���Y�����¨�0�0	y���3�:}

�������

���

�����

�������	� 1/106

106

� {#������������	y���0�t���k� � � u′′ = f
�
G(x, y)

���Y56�����0��~)������56���6�k�:{h�6�¨�����\��{����3�k�:�0{��Q}��:5�
������
x = y �

y

u = 0 u = 0

0��1���¨���/��� ∫
δ(x− y) dx = 1

�h�6�

∂2G

∂x2
= δ(x− y) →

[

∂G

∂x

]x=y+

x=y−
= 1.

¼ ;



���������
	�������
������������������ �������! #"���$ 	 ')(-*�� ����
.�/���
�0	��1�32��
56	 719:9:;

�4´/¯ .c®hµ_ª¬«� �¯�´ � �05.�1
��:�h�6�
5 � ���\���/���n�¤�Y
��:������|:���v���0�1���:}k
��:5656��
��v56���������.�n��~\�z�����0�0{�|��Q�����\���z� 2 �n�0�0�:�����/�������k� � ��Q����� ��}���{h
����0�:{h� ���0�0�:�
δ(x− y)

�:{������ � � 
k�/�0{����
|:5.�����0{�|)�����
	 ��~-�/��5��.�����.
��1�Q�0}u������~#���
56�!|:�
{����0{���}���{h
����0�:{h��¡
����� 
���{-�������Q�k�!	��1�z�t�0{����)��56�����k��
��������0�\	��������
	�������
����_�����
�:5�~ 	 � �0����56��~ �����Y��{��Q����|:�
{��
5.���0���6���:��5�
��:{h
��
�z�
�:} ��}���{h
����0�:{ �y���-�0{h
��0�h�z���6�h
.� �����0{�|i���1�

δ(x − y)
��{h�������
{©�z�
º�{��)���0�0���������Y�
~z���:}����:56���0{�|-�3�����c|:�
{��
5.���0�������

}���{h
����0�:{h�
�k�z�0�W�
56�
{����������0{�|y�����
	����0{����
|:5.�����0{�|y�����
	-�h���.
1¡
2����
56����56� � ��56�0�:�h�¨�Y�
~z�¨�:}¤�z�:�0{�|#������� � ���h���!�1�¨�����
56����56� � ��56�0�:�h�¨�Y�
~z�¨�:}¤
��:{h����56�h
����0{�|�������56��������}�56�:	 �����

5.�����0�:{/��������¡
� �i� �²�
{��
5.���0���6����}���{h
����0�:{h�¤�1���0�0	y���.�n�:}S�6�������
{h
������:}W|:�
{����0{��Q}���{h
����0�:{h�
¡�
��
���z¡ �_�0|:�������0�0�¢��¦¤¡ ,!¡���{h� �²�
{¥¡n¦h��{h

�
¡
� ��� � �:{h�6���z�
5²������56|:�t���/�1
��t�:} ���z������56�0���z���0�:{h� ����{h�-������� ���/����|:�
{����0{���}���{h
����0�:{h�²��56�t�z������56�0���z���0�:{h��¡

�_��� 2 �Y�h�6� � �k��¡

� � 	 ���kU 	 	!X�� 	�V3Z �ON3Z�[ � �nZ
�nUSN�� 	 � ��[��tX!Z\P�� 	.VYZ �	�
�tVYU�� N���[ ��
\Z�	 � 	�V3Z �
,  �­�") � ��«(*� �ª�´k«-�0{

R
���n�Q�6	y���1����}���{h
����0�:{

φ : R → C
���/���u���u�z�0�W�
56�
{����������0�Q��{�~t{���	��k�
5��:}h���0	y��������{h� � ��{�����������:�z�.�6���z�t�6�:	y���k�:��{h�z���-�0{����
5 � ���¢¡v2Y���h� φ ∈ C∞(R)

��{h� �/�1� *:´�. ��® *� " � � ��´/¯  � �6�����k�:5��
(φ) = {x : φ(x) 6= 0}���²
��:	y�/�1
��²�0}v��{h���:{���~-�0}n}��:5²�6�:	y�

X
�������

(φ) ⊆ [−X,X]
�k�¢¡£�:¡Q�0}v��{h���:{���~-�0}

φ(x) = 0
}��:5 |x| ≥ X

��¡Q¸²�6�/���0��~

���{h�z���h�������Q}��:5

φ
� 	��:�0�0�0º��
5��.�¤�0{h
��0�h�z�

{

exp
(

−c
ε2−(x−a)2

) }��:5
a− ε < x < a+ ε,

0
�1�����
5��Q���6�:�

}��:5���{�~#
��:{h������{��
c > 0

¡

a − ε a a + ε

, ��ª�") �¯�ª � �  �ª¬´k« �����)�0�0{�����5¨	����
u : C∞

0 (R) → C
�Q��������������56�:�k�
5���~����/����}��:5t���0�

X
�����
56�����������.�����:	y�

C��{h�
N
�6�h
.� ���/���

|〈u, φ〉| ≤ C
∑

n≤N

max

∣

∣

∣

∣

∂nφ

∂xn

∣

∣

∣

∣

.

}��:5����0�
φ
�3�����H�6�����

(φ) ⊆ [−X,X]
¡ � 2Y������
��:{h�z�����0�:{ 
���{ �k�-
.����
.�:��� ���1�6�0��~ �0{ ������	y���0���y��{h� ����{��
���z��� }��:5


��:{ � �
56|:�
{h
�����56|:��	y�
{��.�
�¥�:¡£|�¡t�0}n�����
56�����¨���6�������
{h
��y�:}v�z������56�0���z���0�:{h� uj
�3����� 〈uj , φ〉 → 〈u, φ〉 }��:5����0� φ ∈ C∞

0�����
{
u
���¨���z������56�0���z���0�:{¥����{h�������.�
~

uj

��:{ � �
56|:��� � �¤��������~h�Q��� u �0{±�����\�z������56�0���z���0�:{/�����6�
{h�6�:¡·� �_��� D′ �k�!������6�/�1
����:}u���h
.�±�z������56�0���z���0�:{h�

u
¡
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�!´W«� �ª¬« �4´ �(" � ��«(*� �ª�´k«("\®/" ��ª�"  �¯�ª � �  �ª�´W«(" 
������k�i�6�
f(x)

������
��:{����0{����:�h�Y}���{h
����0�:{
: R → C

¡�2����
{)�����²	����

φ→
∫ ∞

−∞
f(x)φ(x) dx

���
� �����¤�
�0���`�z�
º�{���� $ �6�0{h
��

φ(x) = 0
}��:5����0� |x| ≥ X

�h�6��{���
��:{ � �
56|:�
{h
��!��56�:���0�
	��Q��56���6��}��:5Y�������0{����
|:5.��� &x�
� �0���¤�0�0{�����53�0{

φ
�

� �0�0���¤�:�k��~z�3�:��53�0{������/���0����~����k� � ���k��
����h�6�
∣

∣

∣

∣

∫ ∞

−∞
f(x)φ(x) dx

∣

∣

∣

∣

≤
(∫ X

−X
|f(x)| dx

)

max(|φ|).


��
f(x)

�z�
º�{����y�±�z������56�0���z���0�:{ �0{ �������t�3�
~i����{h�c���������z������56�0���z���0�:{H���\�z�
{��1����� ��~c����� �.��	y� ��~�	��k�:�
f
�1�!�����

}���{h
����0�:{¥¡

*#ª�") �ª¬«(*� � ��«(*  �ª�´W«(" �4­��u«4­ ��ª�"  �ª¬«(*  ��ª�") �¯�ª � �  �ª¬´k«("1° �c�?{��
���O���H������� ���/���-�0}
f 6= g

�
f
��{h�

g
�k�1���


��:{����0{����:�h�
�h�����
{-�����
56����� "
´ . ­
φ ∈ C∞

0 (R)
���h
.�-���/���

∫ ∞

−∞
f(x)φ(x) dx 6=

∫ ∞

−∞
g(x)φ(x) dx,

�¢¡£�:¡
∫ ∞

−∞
(f(x) − g(x))φ(x) dx 6= 0.

� � �
� �����i�6�

x0
�6�h
.�-���/���

f(x0) 6= g(x0)
¡¤2����
{±
.�����i�6�!�6��¹y
��0�
{�����~��6	����0�

ε > 0
�6�h
.�#���/���

f − g
���3�:}uºz�������6�0|:{��:{

(x0 − ε, x0 + ε)
�/��{h�#�0���

φ ∈ C∞
0 (R)

�k�
> 0

�:{
(x0 − ε, x0 + ε)

��{h� �
�
56�y�:�z�.�6���z�:¡v2Y���
{ � � �v�Q�0�0�¥���:���S¡

x0x0 − ε x0 + ε

��)����{����C�/� � ���)�6�/�1
�� D′ �:}��z������56�0���z���0�:{h����
��:{������0{��0{�|±
��:{����0{����:�h�¨}���{h
����0�:{h�!�1�����6�k��
������v
��1���:¡ � ��
���{�����6��	)���:�

f ∈ D′ �0} f ∈ L1
loc

�/�¢¡£�:¡
f ∈ L1[−X,X] ∀X �k�¢¡£�:¡ ∫ X

−X |f |dx < ∞ ∀X ¡Y³3¡£|�¡ f = log |x| �z�
º�{����²��z������56�0���z���0�:{¥¡

���_®/. ��µ�­�"�´�� ��ª�") �¯�ª � �  �ª�´k«("  �4®  y®h¯�­�«4´  *:´W«� �ª¬« �4´ �(" � ��«(*� �ª�´k«("
� ¼ �&2������0�0{�����53	����

δ : C
∞
0 → C

�z�
º�{����#��~ 〈δ, φ〉 = φ(0)
���Q�\������{h�h��5����z������56�0���z���0�:{¥¡ � �3���3�0�0{�����5���{h�

|〈u, φ〉| ≤ max |φ|.
� ��������{����3{��1�u�����

δ
�`�z������56�0���z���0�:{��:5

δ
�x}���{h
����0�:{¥¡ 4¤�z�������
56�3���n{��t
��:{����0{����:�h�v�:5n�0��
����0��~\�0{����
|:5.�����0��}���{h
����0�:{

���h
.�-���/���
∫ ∞

−∞
f(x)φ(x) dx = φ(0).

� }S�����
56�Q���
56�:���������0�
}��6�x�/��{h�)�6���z�²
��:�������k���������
56������~�
.�/��{�|:�0{�|
φ
�0{�56�
|:�0�:{h��{��1���0{h
��0�h�z�0{�|

a
�z�6�t���/���������
{

f = 0
���z
��
�z�3���

a
� ���0{h
���������56�0|:���6�x�/��{h� �6���z�Q���:������{��1��
.�/��{�|:����¡�4¤�z�������
{��h�6�0{�|t�����²�:5��z�0{/��5�~)�z�
º�{������0�:{

�:}4�����t�0{����
|:5.�����0�:{
∫ ∞

−∞
f(x)φ(x) dx = 0.
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a ∈ R
�
n ≥ 0

�

〈u, φ〉 =
dnφ

dφn

∣

∣

∣

∣

x=a

= φ(n)(a).

2������3���Y�0�0{�����5
�W��{h�
|〈u, φ〉| ≤ max |φ(n)|,���y���3���Q���z������56�0���z���0�:{¥¡ � {#}e�1
��Y�������3�z������56�0���z���0�:{±���

(−1)nδ(n)(x− a)
�0{-���:	y�����
{h�6� � �3����
.��
���{#�k�����
�
{-�0}

�¤���0{����
|:5.�����t��~)�/��5��.����¡
� ;i� �¥���

f
�k�t
��:{����0{����:�h�Q�:53�0��
����0��~ �0{����
|:5.�����0����{h�-�z�
º�{��

〈u, φ〉 =

∫ ∞

−∞
f(x)

dnφ

dxn
dx.

2����
{
|〈u, φ〉| ≤

(∫ X

−X
f(x) dx

)

max

∣

∣

∣

∣

dnφ

dxn

∣

∣

∣

∣

,

�����������3���Q��|����0{±���z������56�0���z���0�:{¥¡

� �3fhg �Sl:bxq4j�p#q4j o�bxp�l1g�b�����lib¢q�j�p��
��ªe«4­�®�¯�ª! + � }

u1
��{h�

u2
��56�t�z������56�0���z���0�:{h�
�

α1
�
α2 ∈ C

�������
{
α1u1 + α2u2

���Y�������z������56�0���z���0�:{±�z�
º�{����-��~

〈α1u1 + α2u2, φ〉 = α1〈u1, φ〉 + α2〈u2, φ〉.
D′ �k��
��:	y���Q�

C
� � ��
����:5��6�/�1
����0{ �������Y�3�
~i¡

*#ª��v­�¯�­�«� �ª�®	 �ª�´W« 0��1���t���/���²�0}
f
��{h�

f ′
��56��
��:{����0{����:�h�²�����
{¥�W}��:5���
.���:��
����:}

X
���/���¨�z�
�k�
{h���²�:{������\
.���:��
��

�:}
φ
�

〈f ′, φ〉 =

∫ ∞

−∞
f ′(x)φ(x) dx =

∫ X

−X
f ′(x)φ(x) dx = [f(x)φ(x)]X−X −

∫ X

−X
f(x)φ′(x) dx = −〈f, φ′〉.


��y�0}
u
���Q��{�~#�z������56�0���z���0�:{-��� �4­��u«4­����.�3�z�
56� � ����� � � u′ ��~

〈u′, φ〉 = −〈u, φ′〉.

� ��µ! �ª ��µ¬ª�*:®  �ª¬´k« � +
C∞ � ��«(*� �ª�´W«(" � }

g ∈ C∞(R)
��{h�

u ∈ D′ �����
{#�����z�
º�{�� gu ∈ D′ ��~

〈gu, φ〉 = 〈u, gφ〉.
� 0��1���¨���/���3�3���
{

g ∈ C∞ � φ ∈ C∞
0

�z�����
{
gφ ∈ C∞

0

¡·�

(-´  �®	 �ª�´k« �c���:}����
{��Q56����� 〈u, φ〉 �1� ∫∞
−∞ u(x)φ(x) dx

�W� � �
{��Q���
{������\�z������56�0���z���0�:{ u �z������«4´  y��56�����\}�56�:	 �

��:{����0{����:�h�Q}���{h
����0�:{¥¡ � �:{h���������
{�����~
� �i�²{��
���?���#56�
	��
	��k�
5����/��� �

u1 = u2
�1���z������56�0���z���0�:{h� ���z������{��1�t	y����{ �

u1(x) = u2(x)
}��:5!���0�

x
�	��5.�������
5����

	y����{h�����/���
〈u1, φ〉 = 〈u2, φ〉

}��:5����0�
φ ∈ C∞

0 (R),�¢¡£�:¡
∫ ∞

−∞
u1(x)φ(x) dx =

∫ ∞

−∞
u2(x)φ(x) dx.

� � �
� {-
.����
.���0{�| � � ���0{����
|:5.�����0�:{±��~)�/��5��.�Q
���{ � ���0���z��~#�k�¨�h�6���#�k��
����h�6���:}������ u′

���3�z�
º�{����S¡
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�¤¯�®h«("�µ¬®	 �ª�´k« ®/µ�´k«��  �4­±® �4ª�" � }
u
���Q�\�z������56�0���z���0�:{¥�/�����
{

u(x− a)
���Q�z�
º�{����#��~

∫ ∞

−∞
u(x− a)φ(x) dx =

∫ ∞

−∞
u(x)φ(x+ a) dx.

³3¡£|�¡n�����t�z������56�0���z���0�:{
δ(x− a)

���3���h
.�#���/���
∫ ∞

−∞
δ(x− a)φ(x) dx =

∫ ∞

−∞
δ(x)φ(x+ a) dx = φ(a),

��~)�����t�z�
º�{������0�:{��:}
δ(x)

¡

� gifhfkj���p�r ��j���lib¢q�j�p �_p-p�fhfkj ��� o�b`p�l:g�b ����l:bxq4j l �vfhq_g��
¦h�:5

L[u] = u′′ + αu′ + βu = b,
���0�h�Q�0�0{�����5����:	y�:|:�
{��
�:�h���k�:��{h�h��5�~�
��:{h�z�����0�:{h���:{

u
����9y��{h� ¼ �/����� ��56�
�
{h�Q}���{h
����0�:{

G(x, y)
���Q
.�/��5.�1
����
56���6���

��~
L[G] = δ(x− y)

� ���
56�����¨�:�
�
�
y
ºz�����±��{h�#56�
|���5��

G
�1����}���{h
����0�:{-�:}

x
� � � �

�Q�����
G
�:�k��~��0{�|#�������.��	y�\�k�:��{h�h��5�~?
��:{h�z�����0�:{h�!�1�

u
¡�2��#������� ���/���¨�������²���:56���
�¥�0���

G
�/� � ���������6����56�:�k�
5����0�����{h�#�0���

u(x) =

∫ 1

0
G(x, y)b(y) dy.

2Y���
{
u
�0�0{�����56��~)�z�
�k�
{h���¤�:{

G(x, y)
���6�

u
�����3�
~z���:�k��~z�������²�.��	y���0�0{�����5¤���:	y�:|:�
{��
�:�h�¤�k�:��{h�h��5�~)
��:{h�z�����0�:{h�Y�1�

G
�z�����
¡����:56�
� � �
5

L[u] =

∫ 1

0
L[G]b(y) dy

���0{h
����������z�
56� � ����� � ���Q�0{ L �1
��Q�:{
x,

=

∫ 1

0
δ(x− y)b(y) dy = b(x).

� ����
.� � ��56�:�k�
56��~h�¤���/���
L[G] = δ(x− y)

���0�:{�|y���z�t}��:�0�0���3�0{�|y�0�0{���� �
∫ ∞

−∞
L[G]φdx =

∫ ∞

−∞
(G′′φ+ αG′φ+ βGφ) dx

=

∫ ∞

−∞
(Gφ′′ −G(αφ)′ + βGφ) dx

� �z�
º�{������0�:{��:}u�z������56�0���z���0�:{/�����z�
56� � ����� � ���

= lim
ε→0

((∫ y−ε

−∞
+

∫ ∞

y+ε

)

(Gφ′′ −G(αφ)′ + βGφ) dx

) � �6�0{h
��
G
���3
��:{����0{����:�h�.�

= lim
ε→0

((∫ y−ε

−∞
+

∫ ∞

y+ε

)

(G′′φ+ αG′φ+ βGφ) dx+ [G′φ−Gφ′ +Gαφ]x=y+ε
x=y−ε

)

� �0{����
|:5.�����0�:{���~ �/��5��.�3�:{#���1
.���6����5.��{�|:�:�
��{h�)�����
{��h���¨�����t
����1������
����4}��:56	 �:}

L[G] = 0
�����
56���

= φ(y).

�c�¨�/� � �t�6�����3{#���/���Q�0}
L[G] = δ(x− y)

�Q����� �����t�k�:��{h�h��5�~#
��:{h�z�����0�:{h�
,

¼ �



���������
	�������
������������������ �������! #"���$ 	 ')(-*�� ����
.�/���
�0	��1�32��
56	 719:9:;
�����
{

L[u] = b(x)
�3�����#�������k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h�

���Q���:� � ���#��~

u =

∫ 1

0
G(x, y)b(y) dy.

2Y���0{��)�:}4���������1�Y}��:�0�0����� �
b(x) =

∫ 1

0
b(y)δ(x− y) dy.

2Y�����!56�
��56�����
{��.��������}���{h
����0�:{
b(x)

�1�\�#�0�0{�����5�
��:	����0{/�����0�:{ � �0{����
|:5.�����t�:}�������}���{h
����0�:{h�
δ(x − y)

�������:�
{c�Q�����
���
�0|:�����0{�|

b(y)
¡
G(x, y)

���n�����Q56���6�k�:{h�����:}W�����Q��~z�����
	J56�
��56�����
{���������~
L
��{h���k�:��{h�h��5�~�
��:{h�z�����0�:{h�v���!�

δ(x−y)�:{c����� � � 
k¡�2Y���
56�
}��:56�:�����0{h
��������)��~z�����
	 56���6�k�:{h����µ¬ª¬«4­�®h¯�µ!+ ���±���.�!�0{����z�.�
��������56���6�k�:{h�������
b(x)

���\�#�0�0{�����5

��:	\���0{/�����0�:{?�:}n�����

G(x, y)
�����:�
{��3�������¤�
�0|:�����0{�|

b(y)
¡
G
���¨�����6� 
����0�0��������� ����«��4®/. ­�«� �®/µ "
´Wµ��  �ª¬´k« �:}������

��~z�����
	-¡�
��:� � �0{�|�}��:5��\�6��
��:{h�#�:5��z�
53���z� L[u] = u′′ + αu′ + βu
�

L[G] = δ(x− y)
�0{

[0, 1],

G
�:�k��~z�Y�������k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h�²���

0, 1,


��:{h����56�h
��
G
�:�k��~��0{�|

L[G] = 0
�0{

[0, y)
��{h�

G
�:�k��~z�Y�������k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{�����9

,

L[G] = 0
�0{

(y, 1]
��{h�

G
�:�k��~z�Y�������k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{���� ¼

,

G

��:{����0{����:�h�²���

x = y,
[

∂G(x, y)

∂x

]x=y+

x=y−
= 1.

2Y���
{#�������3�z����
��:{����0{�������~#�0{
G′ 	����:��� G′′ �/� � �!� δ �x}���{h
����0�:{±�6�0{�|:������56����~���� x = y

¡

� f/jvfhg �¥w`b`p#�Sl:bxq4j
�c�¨�/� � �t�z����
�56�0�k��� D′ = D′(R)

�h�z������56�0���z���0�:{h���:{
R
¡ � }

Ω
���Q��{#�:�k�
{±�����Q�0{

R
n � � �:¡£|�¡

R
n ���.�6�
�0}��¤�¤���z�
º�{��

C∞
0 (Ω) = {φ : Ω → C, C∞ �3�����-�6�����k�:5�� �

φ
�Y
��:	y�/�1
�� ⊆ Ω}.

�c���.�
~
u
���Y���z������56�0���z���0�:{#�:{

Ω
�
u ∈ D′(Ω)

�z�0}
u
���¤�0�0{�����5�}�56�:	

C∞
0 (Ω) → C

�z�������0{�|
φ
��� 〈u, φ〉 ��{h�#���h
.�)���/���}��:5����0�4
��:	y�/�1
��

K ⊆ Ω
�z�����
56�t���������

C
��{h�

N
�6�h
.�#���/���

|〈u, φ〉| ≤ C
∑

i1+···+in≤N

max

∣

∣

∣

∣

∣

(

∂

∂x1

)i1

· · ·
(

∂

∂xn

)in

φ

∣

∣

∣

∣

∣

}��:5����0�
φ
�6�h
.�#���/�����6�����

(φ) ⊆ K
¡v2Y���

δ
�`�z������56�0���z���0�:{��:{

R
n ���Q�z�
º�{������1�3�:{

R
��~

〈u, φ〉 = φ(0).

� }
u1

��{h�
u2

��56�¨�0{ D′(R)
�����
{#����
���{-�z�
º�{����\�z������56�0���z���0�:{

v ∈ D′(R2)
��~

v(x, y) = u1(x)u2(y)
�¢¡£�:¡

〈v, φ〉 =

∫ ∫

v(x, y)φ(x, y) dx dy =

∫

u2(y)

(∫

u1(x)φ(x, y) dx

)

dy.

¼ �
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�c��
���{#�����0{��)�:}

δ(x, y)
�0{ ���¤���z�0	y�
{h�6�0�:{h���1�

δ(x)δ(y)
�6�0{h
��

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
δ(x)δ(y)φ(x, y) dx dy =

∫ ∞

−∞
δ(y)φ(0, y) dy

�0{����
|:5.�����!� � �
5 x º�5����

= φ(0, 0)
�����
{-�0{����
|:5.�����t� � �
5 y.

� }
u
�
v ∈ D′(Ω)

��{h�
Ω1 ⊂ Ω

���������
~)���/���
u = v

�:{
Ω1

�0}
〈u, φ〉 = 〈v, φ〉 }��:5����0� φ ∈ C∞

0 (Ω1).

u = 0
�:{��¨{��
�0|:���k�:��56���������:}

x
	y����{h�n�Q�/���v���¤���
~z�
¡ � }S� � �
5�~��k�:�0{����:} Ω1

�/�1�¤��{��
�0|:���k�:��56���������:{y�Q����
.�
u = 0�����
{

u = 0
�:{

Ω1
¡

��¯�´¥´�� �_���
φ ∈ C∞

0 (Ω1)
¡ 2Y���
{

K =
�������

(φ)
���y
��:	y�/�1
�� ⊂ Ω1

����{h� }��:5����0�
x ∈ K

�
u = 0

�:{H�6�:	y�
Ux{��
�0|:���k�:��56���������:}

x
¡�4¤�z�

K ⊂ ∪Ui
�k��{h�

u = 0
�:{ ∪Ui

¡

�!´W« �W­�¯#�/­�«(*:­±´ � ��ª�") �¯�ª � �  �ª�´W«("
uj → u

�0{ D′(Ω)
�0� 〈uj , φ〉 → 〈u, φ〉 }��:5����0� φ.

�c����� 
��:{ � �
56|:�
{h
��:¡(-´  �­/°¤����56�0�0�
53�¤���0{���56���z�h
����#�����!�1�����:�0{����:�k�
5.�����:5��
L,L∗ ���3���
56�

Lu := a2(x)
d2u
dx2 + a1(x)

du
dx + a0(x)u,

}��:5
0 < x < 1,

L∗v := d2

dx2 (a2(x)v) − d
dx(a1(x)v) + a0(x)v,

}��:5
0 < x < 1,

�����t	�����56���)�:�k�
5.�����:5 B(u) = 0
|:� � ���������t�k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h�Q�:{ u � B∗(v) = 0

|:� � ���3�����¨�k�:��{h�h��5�~�
��:{h�z�����0�:{h��:{
v
� 56�
	y�
	\�k�
5 B∗ �����h�6�/���0��~?{��1�¨�����y
��:{ ����|���������5.��{h�6�k�i�����:} B �_���z�������:�z�����0{�����}�56�:	 �������0{����
|:5.�������z�
{�������~

�h�6�0{�|y�0{����
|:5.�����0�:{±��~)�/��5��.����¡
0!¡ 4²¡

B(u, v) =
���0�0�0{�����5�}��:56	§�0{ � �:� � �0{�|��k�:��{h�h��5�~�
��:{h�z�����0�:{h�
�k	��h���Q�����/��� 0

}��:5²���0�
u, v

���������6}�~��0{�| B(u) = 0 =
B∗(v)

¡n¦��0{/���0��~

〈u, v〉 =

∫ 1

0
u(x)v(x)dx.

2Y���
{
L∗G∗(x, y) = δ(x− y)

�z�
º�{����3�����t�1�����:�0{�� �²56�
�
{32 �3}���{h
����0�:{¥�W��{h�

u(x) =

∫ 1

0
G∗(x, y)f(y)dy

�6�:� � ���
Lu = f

�:{
0 < x < 1, B(u) = 0.

0��1���
G∗(x, y) = 〈δ(x̂− x), G∗(x̂, y)〉x̂

= 〈LxG(x̂, x), G∗(x̂, y)〉x̂
= 〈G(x̂, x), L∗

xG
∗(x̂, y)〉x̂

= 〈G(x̂, x), δ(x̂− y)〉x̂
= G(y, x)� �h�6�0{�| 〈Lu, v〉 = 〈u,L∗v〉 �S���.
1¡·�
���
{h
��

G∗(x, y) = G(y, x)
�W�Q����
.�����²�3��~±�0{���5.�1
�����
��\����	y�i������~±�h���

G(y, x)
¡

� { �/��5�����
�������5
�h}��:5Y�6�
�0}����1�����:�0{��Q��56�:���0�
	��
�����������0	y���0�0���¤���/���
G∗(x, y) = G(x, y)

����{h� ���
G(x, y) = G(y, x)

¡n2����h�
G
���3��~�	y	y����56��
��0{-���.�Q��56|:��	y�
{��.�3}��:5Q���
�0}����1�����:�0{��²��56�:���0�
	��
���3����
.�-�:}����
{��6�0	y���0�0º����Y�������6�:�0�z���0�:{���56��
����z��56�:¡

¼ �



���������
	�������
������������������ �������! #"���$�� ')(�*�� �-��
.�/���
�0	)�1�324�
56	8719:9:;
<8=?>)@!ACB�=?D � FHGJI �

� �JV3Z � 	�Z��nN3U �	� ��� � � � V �?V¨[
��� �
�c���6�/���0�4
��:{h�����z�
5���~z�����
	��Y�0{ �����t}��:56	

dui

dt
= fi(u1, · · · , un, t), (i = 1, · · · , n),

�Q����
.�#�¤���Q56�����t�1�
du

dt
= f(u, t)

� � �
�Q����� � ��
����:5 u

��{h�
f
¡

�tª�*:®h¯ ��
 " � �4­�´/¯�­�. 
�~z�����
	 � � ���Q�����&�0{����������¨
��:{h�z�����0�:{
u(t0) = u0 ∈ R

n �/�1�-�©��{�������� ���:�0�z���0�:{ �0}
f
���


��:{����0{����:�h�²��{h�#�:�k��~z��� �_�0�h��
.����� �!
��:{h�z�����0�:{

|f(u, t) − f(u′, t)| ≤ K|u− u′|.

"�­�.c®�¯
�3"
� ¼ � , ���0|:���
5��x�:5��z�
5²��~z�����
	����:¡£|�¡

d2y

dt2
= g

(

y,
dy

dt
, t

)


���{-�k�¨�356���6���
{-�0{#������}��:56	 � � ����~ �0���6���0{�|

v =
dy

dt
, u =

(

y

v

)

,
du

dt
=

(

v

g(y,v, t)

)

= f(u, t),

��� �0}
y ∈ R

k �����
{ u ∈ R2k ��{h�±�����\�0{����������n
��:{h�z�����0�:{h�¨{��
���z������56� y(t0) = y0
��{h�

v(t0) = v0
�W�k�i�6�����0�:{

��{h� � �
�0��
�����~i¡
� 7:� � }

f
���
C1 ���¢¡£�:¡v���0� ∂fi/∂uj

���������²��{h�-��56��
��:{����0{����:�h�
�h�����
{-}��:5 |u| � |u′| ≤ R
����� �_�0�h��
.����� �t
��:{h�z�����0�:{����:�����

|f(u, t) − f(u′, t)| ≤
(

max
|u|≤R

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂fi

∂uj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

)

|u− u′|.

�Q�
{h
��!���:�0�z���0�:{h�Q���������²��{h�±��56�¨��{����������Q���0�0��������~ 56�
	����0{-�0{ |u| ≤ R
¡

¶ {���
.����
.�!���t	����:�Y�:{)��	y���z�
�h���u���/���v�����k�356�����0��������
3���v|:�
{��
5.���0��~������:�������
{h����56�3���/���
u
56�
	����0{h���k�:��{h�z���

�1�
t→ +∞ �h��{h� �������¤�Q�0�0�W�����
{-�
{h����56����{��������
{������3�:}4�������6�:�0�z���0�:{-}��:5Q���0�

t ≥ t0
¡ ¶ �����
5��3���6���6�:�0�z���0�:{#�Q�0�0�

�:{���~ ���������Q��{����0�
u(t) → ∞ �:53�6�:	y���6�0{�|:������56����~#�:}

f
¡

� ;i� � }
f
���
Cm �0{

(u, t)
�����
{������¨�6�:�0�z���0�:{

u
���
Cm �0{

u0
�
t
¡ � }

f
���
Cm �0{ ���:	����/��5.��	y�����
5��
�h�6�������������6�:�0�z���0�:{¥¡

�
� �Y2����!��~z�����
	 ����
����0�0���������z���:{��:	y�:�h� �!�0}
f = f(u)

¡�2����!
���5 � �t��5.�1
������:�z�Q�0{ R
n ��~ u(t)

}��:5
t ≥ t0

����
����0�0���
�`�����¨��5.� ����
����:5�~-������5����0{�|�}�56�:	

u0
�.¡
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�u^`] acbxp��zq4j�l:b`j �vq���p#p ��p�l1f/s&p
�3�����0��������
�	y���z�
���
� �i��
��:	y�����0	y���Y�/� � �t�z���6
��:{����0{����:�h���:53{��:{z� �¥�0�h��
.����� � f

¡
� �k��
����:�����-�����0�0�_�/� � �!����{��������!�6�:�0�z���0�:{��0{ t > t0

¡
� 
��Y�±�
~ {��1�3�/� � ������{��������t�6�:�0�z���0�:{��0{ t < t0

¡

���_®/. ��µ�­ , ���0�k�t�6�������0�0���Y�3�����
5Y�����\
�~��0�0{h�z�
5
�k���z�Y����� ����� ��


��1�6�0�:{/���0��~-56� � �
5������
¡

y y0

v

dy

dt
=

{

v
���z
��
�z�

0
�0}
y = y0

��{h�
v ≥ 0

� ����
��:{����0{����:�h�¤�0{ y, v ¡ � �:�����0�Q�3����� dv/dt �z�����
56	y�0{����y��~���56��������56�²�z�0�W�
56�
{h
��:��}�56��
����0�:{¥���0{��
5��������:}W�3�����
5v�0{y���0�k�:¡

7 ¼
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2Y���¨��~�����
����_	y�1���0�:{-�0{ � �:� � ���

���������	��
�����


����������� ������
������ �! #" ������$%��


∝ v
� �&�(' y = y0

0
� ')��� y < y0

v

y

y0

2Y�����²��~z�����
	 �z�����²�/� � ������{��������\�6�:�0�z���0�:{?}��:5 t �0{h
�56���1�6�0{�|��¥���z�¨�z�����²{��1��}��:5 t �z��
�56���1�6�0{�|�¡ � �1�6�����0�0�:�!�������¨��56�
�z�������Q�3������
��:	y���z�������0�:{/���0��~��1�

u̇ =

{

f1(u, t)
}��:5

g(u, t) < 0,
f2(u, t)

}��:5
g(u, t) ≥ 0

�Q�����
f1
��{h�

f2

��:{����0{����:�h��¡ � {����
|:5.�����

f1
���c�����������k�:�0{��!�3���
56�

g
56���1
.�����\9��������
{ ���3���.
.�c���

f2
��{h�c56�
�k������¡

�����������?�/�1��}e�1
��0�0�����0���²���#�z���������
¡�4¤�z�¨{��1�������/���¨���¨���²���1��~±�����356�������z���Q{��z���6
��:{����0{����:�h��	y���z�
�������/���¨�/� � �\{���6�:�0�z���0�:{¥�/�:¡£|�¡
u ∈ R

�

u̇ =

{

−1
}��:5

u > 0,
1

}��:5
u ≤ 0

u

t

* * *

�u^�� � f/jvfhg �¥w ��g�b`j���b��¤wxf/p r�q_g �3��l:q4jvq4sOq���p#f�+ ���Wl:bxq4j�p
u̇ = f(u)

�c��
��:{h�6���z�
5�
��1�6�����Q���
56�
f
���²
��:{����0{����:�h����{h� �_�0�h�6
.����� �y��{h�?�1������	��t���/������{�~±�z����
��:{����0{��������0���t��56�!�/���.
.���������


��:5656��
�����~i¡�� ���Q56�����
u(t) = Φ(t,u0)

}��:5������t�6�:�0�z���0�:{±������5����0{�|�}�56�:	
u0

���
t = 0

¡

7:7
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3��ª¬µ¬ª ��¯�ª��(. ��´kª¬«  "���56�

α ∈ R
n �6�h
.�-���/���

f(α) = 0
¡Y2����
{

Φ(t, α) = α
}��:5²���0�

t
¡ � }

f
���Q�z�0�W�
56�
{����������0�����

α
�

����� ") �® ��ªeµ¬ª! + �:}u���h
.�����k�:�0{��Q���Q�z�����
56	y�0{����#��~)�����¨�
�0|:�
{ � ���0�������:} A = Df(α)
���¢¡£�:¡

A = (aij) aij =
∂fi

∂uj

∣

∣

∣

∣

α

.

� }¤� � �
5�~?�
�0|:�
{ � ���0��� λ �:}
A
�/�1� �3�

(λ) < 0
�����
{

α
�������������0�y�0{����������
{h�6�����/���t� � �
5�~?��5.� ����
����:5�~ ������5����0{�|-{�����5�
{��:��|:�-���

α
56�
	����0{h�Y{�����5

α
��{h�#
��:{ � �
56|:���3��� α �1�

t→ ∞ ¡

� +W® � ��«4´ � *:¯�ª  �­�¯�ª�´W« � }
V (u)

���Q�\56������� � ���0����� C1 }���{h
����0�:{��:{
R

n �����
{-�¤���z�
º�{��

V̇ (u) = ∇V (u) · f(u) =
∑

i

∂V

∂ui
fi =

5.�������:}u
.�/��{�|:���:}
V
���0�:{�|��!��5.� ����
����:5�~i¡

� }
D = {u : V (u) ≤ k} �������k�:��{h�z�����6����
��:{������0{��0{�| α ��{h�

V̇ < 0
�:{

D
���z
��
�z�!���

α
�S�����
{?� � �
5�~���5.� ����
����:5�~������5����0{�|\�0{

D
56�
	����0{h���0{

D
��{h�)
��:{ � �
56|:���¤��� α �1�

t→ ∞ ¡ �c�����
~ �
D
���¤�/��5����:}¥�����²�/�1���0{ �:}����6��5.�1
����0�:{ �:}

α
�.¡

2Y�����Y��56� � ���z���²�!�3�
~)�:}�º�{h�z�0{�|��������0��
�������~��\56�
|:�0�:{#���/����
��:{ � �
56|:���3��� α ¡

��¯�´¥´�� 
������k�i�6�!�6�:	y�¨��5.� ����
����:5�~-����
����k���Q}�56�:	
D
¡�,¤�����.�Y���1�����k�:�0{����0{

D
�����/�1�

V ≤ k
��{h�

V̇ ≥ 0
¡�4¤�z�3�������


���{-�:{���~ �/�����k�
{����
α
¡ 4¤�z�3��5.� ����
����:5�~#}�56�:	

α
�����
~z�Y�����
56�:¡

�

� +W®h«3��«4´ �&$  �®���ª¬µ¬ª! + 2Y���t
�56������
������k�:�0{��
α
�����������-�����k� �¥~�������{�� � ���������0�!�0}u|:� � �
{���{�~-{��
�0|:���k�:��56������� U �:}

α
�����
56�����������.�²��{��
�0|:���k�:��56�������

V
�:}
α
�6�h
.�#���/���

u(0) ∈ V ⇒ u(t) ∈ U
}��:5����0�

t ≥ 0
¡

��µ¬´�"
­��  �¯�®���­�*  �´k¯�ª�­�" � }
u0

����{��1�v��{\�������0�0�0��56�0��	C�k�:�0{����i���z�
Φ(t,u0) = u0

}��:5n���:	y�
t > 0

�����
{������¤��5.� ����
����:5�~
������5����0{�|�}�56�:	

u0
56������56{h�3���

u0
���²���:	y�

t > 0
��{h�#����
����0�4����� *iµ�´ "
­��  �¯�® �
­�*� �´/¯ +n¡�2������0���1���²���h
.�

t
���3
����0�0���

����� ��­�¯�ª�´ ��¡
0Q�1��� � , �0�0{�����5���~z�����
	 �:¡£|�¡

ü + au̇ + bu = 0
���/�1�#
��0�i�����O��5.� ����
����:56�0���-�:{���~O�0{ ���k��
�������
��05�
���	�������{h
����

(a = 0, b > 0)
��{h� �3���
{c������~ ���������!����� ��	����0�����h�z��������56������5.��5�~ � �¢¡£�:¡#������~��/� � ���0�1�.�!�:}Y
��0�i�6��� ��5.� ����
����:56�0���.��¡0��:{��0�0{�����5���~z�����
	��Y�/� � �t
��0�i�6��� ��5.� ����
����:56�0��� ��	��:56�¨�:}����
{ �t��{h� �����!��	y���0�����h�z�����Yºz�����#��~)������{��:{��0�0{�����56����~i¡

�u^�� � ���_p�f�� �¤w5�_jvf sOf�l �vqno�p��.r�q_g
n = 2 �

�&���
{
n = 2

�¤��56�
��56�����
{��-�����c������5��
u
��~O�k�:�0{��.�#�0{

R
2 ��{h�O��5.� ����
����:56�0���-��~&
���5 � ���
�²�Q����� ��5656����� �0{&�����

�z�056��
����0�:{��:}��0{h
�56���1�6�0{�|
t
¡ 0Q�1���!���/���������\
���5 � ���¨
���{?�:{���~��0{����
5��6��
��¨�0} u̇1 = 0 = u̇2

��~��Q56�����0{�| � �0}����
~
u̇2 6= 0

�
du1

du2
= f1(u1,u2)

f2(u1,u2)

��{h�-�����
{��h���0{�| f1

f2

�_�0�h��
.����� �!�����0	y����~#���/���
u1

��� � ��{��������
��~h�²�����
�0���`�z�
º�{����±}���{h
����0�:{��:}
u2
¡ ��� }


���5 � �����0{����
5��6��
����¥�����
{�
��:{h�6���z�
5���������{��������
{������������
�:56�
	 }��:5������\�0{������������h�������k�
�0{�| �����\�k�:�0{��¨�:}��0{����
5��6��
����0�:{¥¡·�
���
{h
��!�����!�������0�0�0��56�0��	 �k�:�0{��.�

α
�Q���
56�

f(α) = 0
��|:�
�:	y����56��
����0��~ ���:56|���{����6�!�����\�6�:�0�z���0�:{�
���5 � ���²�0{������ (u1, u2)������{��:¡�2������:{���~ �1�����
5 ��|:�
�:	y����56��
����0��~ ���0{����
56�������0{�|�}���������56�t���������������������
{h
��!�:}��k�
56�0���z��
t�6�:�0�z���0�:{h��¡

��´kªe«(*:®�¯	��

��­�«���ª ��"
´k« � �4­�´/¯�­�. 
������k�i�6�
D
���¨�y�k�:��{h�z����
��0�i�����±56�
|:�0�:{?�0{

R
2 
��:{������0{��0{�|#{����������0�0�0��56�0��	�k�:�0{��.����{h�-�6�h
.�#���/���Q� � �
5�~ ��5.� ����
����:5�~#������5����0{�|��0{ D 56�
	����0{h�Y�0{

D
¡�2Y���
{

D

��:{������0{h�²�\
��0�i�6��� ��5.� ����
����:5�~i¡

��­�«���ª ��"�´k«�
.*-��µ�®/* 
������k�i���
D
���¨�)���0	y����~�
��:{�{���
������?56�
|:�0�:{?�:}

R
2 ��{h� ∇ · (ρf) > 0

�0{
D
}��:5¨���:	y���6
�������5

}���{h
����0�:{
ρ
¡�2Y���
{

D

��:{������0{h�3{���
��0�i�6��� ��5.� ����
����:5�~i¡

2Y��������56���������.���z�
�k�
{h�-����56�:{�|:��~ �:{-���������:�k�:�0�:|1~#�:}
R

2 � {��:{������:�����3�0{
R

n }��:5 n ≥ 3
¡

71;
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��´kªe«(*:®�¯	� �
«��4­ � }��:5���{-�����:���������-�������0�0�0��56�0��	§�k�:�0{��
α
���

I(α) =
{���	\�k�
5Y�:}4���0	y���

f(u)
�
{h
��05�
��0���²9���{�����
��0��
.���Q�����t�3���
{

u
�
{h
��05�
��0���

α
��{�����
��0��
.���3���6�

.
� }n�\
��0�i�6��� ��5.� ����
����:5�~-�
{h
��0�i�����Q�������0�0�0��56�0��	§�k�:�0{��.�

α1, . . . , αk
�z�����
{ ∑k

1 I(αi) = 1
¡

���_®/. ��µ�­/¡�, ���1���z�0�t�k�:�0{��Q���Y�3���
{

A =

(

∂fi

∂uj

)∣

∣

∣

∣

u=α

�/�1�Y�
�0|:�
{ � ���0����� λ1 < 0 < λ2.

2�5.� ����
����:56�0���3{�����5
α
�0���:�)�0�0�:�

α

C

B A

D

f(C) f(B)

f(A)f(D)

f(u)
�
{h
��05�
��0���

0

��0��
.���Q�����:¡�
��t��
��0�i�6���\��5.� ����
����:5�~y
���{�{��1��
��:{������0{�´W«�µ!+����.�1���z�0�:¡ �c�Y{���� 
��:{h�6���z�
5v�6�:	y�Y�h���
}����

�6�k��
�������
��1�����3}��:5��������0��
������0�:{h��¡

�u^�� �cq�j�wxb`jvf �¥g � p ��b`w`w �Wl1q4g�p
� �:{h�6���z�
5Y������7��z�0	y�
{h�6�0�:{/������~z�����
	

ü+ f(u)u̇+ g(u) = 0.
�_���

F (u) =

∫ u

0
f(ξ) dξ,

���
Ḟ (u) = f(u)u̇.

�_���
v = u̇+ F (u)

¡v2����
{

u̇ = v − F (u),

v̇ = ü+ f(u)u̇ = −g(u).
2Y�����Y���Y��{����Q{±�1������� �_���
{/��5��-}��:56	-¡ � }
� ���

g(u)
�6�0|:{

(u) > 0
}��:5Y����56|:� |u| � 56�������:56�0{�|�}��:5�
������3����56|:� |u| ���

� �0���
F (u)

���0|:{
(u) → ∞ �1� |u| → ∞

� �k�i�6����� � �t�h��	����0{�|����3����56|:� u �
�����
{����0�S��5.� ����
����:56�0���²��56���k�:��{h�z���±��{h�����0�¥� � �
{����/���0��~-�
{����
5��\ºz�����#�k�:��{h�z���-56�
|:�0�:{¥¡� }u�����6�
� �0�0���

g(u)
�6�0|:{

(u) > 0
}��:53®/µ¬µ

u 6= 0
��{h�

f(u)
���0|:{

(u) < 0
}��:5 " . ®/µ¬µ

u 6= 0
� {��
|������ � �!�h��	����0{�|�������	)���0� u �

�����
{��\
��0�i�����#��5.� ����
����:5�~#���������.�
¡ � }u�����6�
� � � � f � � �
{¥� g �����S�W��{h� F (u) < 0

�:{
(0, u0)

�
F (u) > 0

�:{
(u0,∞)

�����
{-������
��0�i�6���#��5.� ����
����:5�~ ���3��{��������:¡

7 �
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�u^ � �nb`s��¤wxfcf � �_s �¤wxf/p
� ����
������k�i�6�¨���¨�/� � �!�\�0�0{�����53��56�:���0�
	 � }��:5�
�� ≈ }�56��
����0�:{/����56������������{h
���� �6��56�0{�|�56�������:56�0{�|��

ü+ au̇+ bu = 0.

� 0��1���¨���/���3�¤��
���{±�����3�
~z�3
.�/��{�|:�������¨���0	y����
����0�
(t = T t̂)

�6�����/���

1

T 2
ü+

1

T
au̇+ bu = 0

}��:5
u(t̂),

��{h�-�6�\����
���{�
.�����i�6�
T = 1√

|b|
���y��
����0�

b
�6�\���/���

b2 = 1
¡·�

2Y���
{

u̇ = v,

v̇ = ü = −av − bu

��56�����������/�1���\������{��\�����/�����0�:{h��}��:5²�:56�����.�
(u(t), v(t) = u̇(t)) ∈ R

2 ¡ 
��
�\¦��0|:��56��� ¼ ��{h� 7y}��:5���{?�0�0�0�h����5.�����0�:{��:}���������/�1�6��������{��:¡ ¶ 56�����.�Q�6���05.���_�0{#�0}
a, b > 0

��{h�-�����05.���4�:�z�3�0}
a < 0, b > 0

¡

–1

–0.5

0

0.5

1

v

–1 –0.5 0.5 1

u

¦��0|:��56� ¼ � ���/�1���t������{�� � ��� ¼ �h��� ¼ ��¡

–1

–0.5

0

0.5

1

v

–1 –0.5 0.5 1

u

¦��0|:��56��7 � ���/�1���t������{�� � ���Q� ¼ �/��� ¼ ��¡

0��1���¨���/���
dv

du
=

v̇

u̇
= −av + bu

v
= −aw + b

w
���{-�k���0{����
|:5.�������-��~)�356�����0{�|
w := v

u

�/�1�3���3���Y���:	��:|:�
{��
�:�h��¡

7 �
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� �0����
������k�i�6�¨�����/� � �

θ̈ = − sin θ.

2Y���
{

u̇ = θ̇ = v, v̇ = θ̈ = − sinu,

��{h� � }��:5
v 6= 0

�

dv

du
=

v̇

u̇
= −sinu

v
�Q����
.�-�0	y���0�0���

vdv = − sinudu
���¢¡£�:¡

1

2
v2 = cosu+


��:{h������{��
.

2Y�����Y|:� � ���Y�������:56�����.�Y�0{#����� (u, v)
������{��:¡

� �:{h�6�
5 � �����0�:{��:}��
{��
56|1~ ���

1

2
v2 − cosu = E.

(0, 0)
���Q�\
��
{���56�:�W��{h�

((2n+ 1)π, 0)
�Q�����

n ∈ Z
��56���.�1���z�0�t�k�:�0{��.��¡ 
��
�t¦��0|:��56�!;�}��:5���{-�0�0�0�h����5.�����0�:{¥¡

–3

–2

–1

1

2

3

V

–6 –4 –2 2 4 6

U

¦��0|:��56�!; � ���/�1���t������{��!��{h� �:56�����.�
¡
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<8=?>)@!ACB�=?D � FHGJI �

���vf � �_j ovfhg �!q4w�f%+ ���Sl:bxq4j
� �:{h�6���z�
5

ü+ µ(u2 − 1)u̇+ u = 0, µ > 0.
� {#���
56	��Y�:}4����� �_���
{/��5��#}��:56	

g(u) = u
�
f(u) = µ(u2 − 1)

�
F (u) = µ(u3/3 − u)

¡�,Q�0�S�����t
��:{h�z�����0�:{h� � ���`� � � � �¤�:}����������56�0�0�
5��/��5.��|:5.�����)���:��� ��{h�������
56����������{���������
��0�i�6���y��5.� ����
����:5�~i¡ �c�²�6�/���0�k�������0	����������.���k�i�������0�:{-��{h���k�
56�0���S�
}��:5

µ
����56|:�!��{h�#}��:5

µ
�6	����0�¢¡

$ .c®hµeµ
µ


������k�i�6�²�����
56�������!�k�
56�0���z��
��6�:�0�z���0�:{)�Q�����)�k�
56�0���
2π/ω

¡ �c�����0	 ����������56�����0	������
u
��{h�

ω
}��:5���	)���0�

µ
¡ �3����
����0�¨���0	y���6�\���/���Q�����¨�k�
56�0���-���

2π
���¢¡£�:¡v�6���

T = ωt
��|:� � �0{�|

ω2ü+ µω(u2 − 1)u̇+ u = 0.
� ¼ 9i�

¦����)�����¨�:56�0|:�0{��:}4���0	y�¨��~#
.�����i�6�0{�|
u̇(0) = 0

¡ � �¨�����/��{h�

ω = ω0 + µω1 + µ2ω2 + · · · ,
u = u0 + µu1 + µ2u2 + · · · ,

�¢¡£�:¡

ω = ω0 +O(µ),

ω = ω0 + µω1 +O(µ2),

ω = ω0 + µω1 + µ2ω2 +O(µ3),

���.
1¡0�W�1�
µ→ 0

�/��{h�-���0	��0����56��~)}��:5
u
¡�2������6�t�6�
56�0������56�¨�h�6�
}���� � � � �
{-�0}4������~#�z� � �
56|:���·��¡ � { � ¼ 9i�����¨�/� � �

(ω0 + µω1 + µ2ω2 + · · · )2(ü0 + µü1 + µ2ü2 + · · · )
+ µ

(

(u0 + µu1 + µ2u2 + · · · )2 − 1
)

(u̇0 + µu̇1 + µ2u̇2 + · · · )(ω0 + µω1 + µ2ω2 + · · · )
+ (u0 + µu1 + µ2u2 + · · · ) = 0.

³v���/�����t
����
¹�
��0�
{��.�3�:}��k�����
5��Y�:}
µ
¡
O(1) �

ω2
0ü0 + u0 = 0.

���
{h
��
u0 = A0 cosT/ω0

� ���
~h��¡�4¤�z�3�����¨�k�
56�0���-�0{-{���� ���0	��¨���
2π
¡ ���
{h
��

ω0 = 1
¡ 0Q���

O(µ) �

2ω1ü0 + ü1 + (u2
0 − 1)u̇0 + u1 = 0,

�¢¡£�:¡

ü1 + u1 = 2ω1A0 cosT + (A2
0 cos2 T − 1)A0 sinT

= 2ω1A0 cosT − A0 sinT + A3
0

(

sinT + sin 3T

4

)

,

�6�0{h
��
cos2 T sinT = 1/2 sin 2T cosT = 1/4(sinT + sin 3T )

¡�2����
{
u1

�3�0�0�¥�������0������¯�­�"
´k«4®/«(*:­���{��0�����Y�����
56�t��56�
{��\���
56	����0{

cosT
�
sinT

�:{ ����� � � 
k¡ � }4�������6�:�0�z���0�:{-}��:5
u1

�/�1�����
56	����0�0�:�
T sinT

���Y�Q�0�0�¥{��1�3�k�¨�k�
56�0���z��
1¡ 
����
�0}4���²�3��{��

A0 6= 0
�¤�¨	��h���3�/� � � ω1 = 0

��{h�
A0 = 2

¡�2����h�����¨�/� � �������¨�0���1�z�0{�|1�x�:5��z�
5���	y���0�����h�z�¨�:}4�����¨�0�0	����
�~z
��0�:¡
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2Y���
{

ü1 + u1 = 2 sin 3T,
�6�

u1 = −sin 3T

4
+ A1 cosT +B1 sinT.

2Y���
{
u̇1(0) = 0

|:� � ��� B = 3/4
¡ ���
{h
��

u1 = A1 cosT +
3 sinT − sin 3T

4
= A1 cosT + sin3 T.

� �:{����0{����¨���
µ2 	 �3���6�:{/��{h
��!
��:{h�z�����0�:{��:{

u2
�z�����
56	y�0{����

ω2
��{h�

A1
¡�³n�.
1¡

u

u̇

u

u̇

µ > 0 �
� ��� " A = 2 
��)
���������
µ = 0

�v®h¯#�/­
µ

� ���6�/���0�4�6����� ���/���3�������i�6
��0�0�������0�:{±�0���:���3�0�0�:�

� �

���

�

�

µ
(

3
2
− log 2

)

�Q����� �0�:{�| �6�0���856�
|:�0�:{h�)�6�
�/��5.������� ��~H5.������� ��5.��{h�������0�:{h�
¡ � �3�
�����������0�:{ ¶ ��
��0�0�������0�:{h� �.¡ �c56�����������±�����/�����0�:{O�0{
�_���
{/��5��#}��:56	8�1�

u̇ = y − µ

(

u3

3
− u

)

= y − F (u),

ẏ = −u.

7 �
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u

y = F (u)
y

,�5656�����3�0{h�z��
������!�����t|:�
{��
5.����}��:56	§�:}������!	y�1���0�:{�}��:5����0�
µ
¡ �����¤� � �
5
�k�0} µ � 1

�����
{ |u̇| � |ẏ| ���z
��
�z�²{�����5Q�����
���5 � � y = F (u)
¡�
��y}��:5���|:� � �
{��0{���������� y � u ���
{h��� � �
5�~ 5.�������z��~)�����\56���1�Q�:} F (u) = y �

• �0} y > 2µ

3

�������¨��{��������t56���1�Q�k�����¤�
�
{
A
��{h�

+∞ ¡

• �0} y < −2µ

3

�z��������{��������t56���1�Q�k�����¤�
�
{
C
��{h� −∞ ¡

• �0} −2µ

3
< y <

2µ

3

�
u→ �k�:�0{��Q�:{

AD
�0}����Q������5��.�Y���\������56�0|:���Q�:}

BD
¡

• �0} −2µ

3
< y <

2µ

3

�
u→ �k�:�0{��Q�:{

BC
�0}����Q������5��.�Y���\�������0�
}��Q�:}

BD
¡

−1
−2 1

2

2µ/3

−2µ/3

u

y

y = F (u)

A

B

D

C
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, ��5.� ����
����:5�~ ������5����0{�|©���
~ }�56�:	

(0, µ)
������
.����~ 	y� � �����1
�56�i�6�����������#��5.��{h
.� A∞ ¡H2Y���
{ ���y56�
	)���0{h�y
��0�i���#���

�����y
���5 � � y = F
��{h�����0{h
��

ẏ = −u ���¨	y� � ���¨�6�0���Q��~��z���Q{�������
���5 � �:¡��O���
{����¨56���1
.�����
B
�
(u, y)

���0���t�1
�56�i�6�
���:56� �
�:{������0��~c���±{�����5

C
¡�2Y���
{

ẏ = −u > 0
���

(u, y)

��0�0	��h�t��� 
��0�i�6�����

y = F (u)
���
D
¡�2Y���
{

(u, y)
���0���

�1
�56�i���¤���:56� �
�:{������0��~�����{�����5
A
��|����0{-��{h�������²	y�1���0�:{)�k��
��:	y���¤�k�
56�0���z��
1¡ � ��56�0{�|��������¤�i��
��0�0�������0�:{¥�z�����²	)���0{����0	y����Q���k�
{��Q�:{

AB
��{h�

CD
¡�2Y���¨���0	y�������:�
{#���y|:��}�56�:	

A
���
B
���

tAB =

∫ B

A

dy

ẏ
= −

∫ B

A

dy

u
=

∫ 2

1

dy

du

du

u
=

∫ 2

1

µ(u2 − 1)du

u
= µ

[

u2

2
− log u

]2

1

= µ

(

3

2
− log 2

)

.

2Y���
56�
}��:56�������¨�k�
56�0���-�:}��i��
��0�0�������0�:{ ≈ µ(3 − 2 log 2)
¡

u

y

y = F (u)

A

B

D

C

� ��	.Z!T3X ��N3U�� �nU �kX�U 	�N � 	.VYZ � N3Z�[�� N �WP�����[	� �	� �
� �kV � 	�P���
���NYZ � 	.VYZ �
�n^`] ��p �ns��vl1q_l:b ��f � ���_j�p1b¢q�j�p
� ¯ �4­�¯#«4´/ �®  �ª�´k« �c�!�.�
~#���/���

f(a)
���Q�:}n�:5��z�
5

g(a)
�1�
a → a0

�0}u�����
56�!���������²���¤�)
��:{h������{��.�
K
�
δ
�6�h
.�����/���

|f(a)| ≤ Kg(a)
}��:5

0 < |a− a0| ≤ δ
¡ �c���356�����

f(a) = O(g(a))
�1�
a→ a0.

�c���.�
~)���/���
f(a)

���3�:}��6	����0�0�
5Y�:5��z�
5Y���/��{
g(a)

�1�
a→ a0

�0}
f(a)/g(a) → 0

�1�
a→ a0

���¤���Q56�����

f(a) = o(g(a))
�1�
a→ a0.

� ¼ �
K
���Q
����0�0��� ����� ���0	����0�0���-
��:{h������{����0{#�����

O(g(a))
���
56	 �.¡

� 7:�
a
	��
~��k��56��������
��:	y���0���W�W�\º�{������ � ���0�����:53�0{�º�{�����~i¡v2Y�����0�0	y���3	��
~)�k�¨����56�:��|:�-�0{����
|:�
5�� n→ ∞ ¡

� ;i�
f
��{h�

g
{��
���#{��1�Q�k���z�
º�{����±���

a = a0
¡

;:9
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���_®/. ��µ�­�"

• sinx = O(x)
�1�
x→ 0

�

• sinx = O(1)
�1�
x→ ∞ �

• sinx = O(1)
�1�
x→ 0

��{��1���¨���/���������������:}����
{#�Q���
{-�z�����0�0{�|y�3���������0	����0�¨�k���¤�
5��
�z���¨�:}����
{#�����:���:5��z�
5Y���y�k�
����������56|:����������	����0�0�����²�6�h
.�-�k�����
5����/���Q�¤�:56���
�

• log x = O(x)
�1�
x→ ∞ �

• log x = o(x)
�1�
x→ ∞ �

• log x = o(x−δ)
�1�
x→ 0

��}��:5���{�~
δ > 0

¡

������k�i�6�

f(ε)
���3�z�
º�{����-}��:5

ε > 0
��{h�-�6�����k�i�������¨�/� � �!�\�6�������
{h
��t�:}u������56�����0	)�����0�:{h�Y���y��� �

f(ε) − f0 = O(ε)
�1�
ε→ 0,

f(ε) − f0 − εf1 = O(ε2)
�1�
ε→ 0,

f(ε) − f0 − εf1 − · · · − εNfN = O(εN+1)
�1�
ε→ 0.

2Y���
{#�¤���Q56�����

f(ε) ∼
∞
∑

0

fnε
n �1�

ε→ 0.

�c�t���
~ �
f
�/�1�Y�������1��~�	y�z���1����
������/��{h�6�0�:{ ∑∞

0 fnε
n �1�

ε→ 0
�.¡�� ���/� � �����6�������
{h
��t�:}��h�6�
}�����������56�����0	������0�:{h����

f(ε)
­ �W­�« ª�� ∑∞

0 fnε
n ���Q�1
����/���0��~-�z� � �
56|:�
{���}��:53� � �
5�~ ε > 0

¡
�). �n´k¯  �®/«� �

f(ε) ∼
∞
∑

0

fnε
n �1�

ε→ 0

���Q{��1�²���
~��0{�| ��{�~������0{�| ���k�:�z�������t�0{�º�{��������6��	 �/�0{-�/��5�����
�������5²�������3{��1�����
~��0{�|����/���Q�����t�0{�º�{��������6��	 
��:{ � �
56|:����¡
���������
53���Q���Q��{±�1�6�6�
5����0�:{����k�:�z�����1
.�#º�{������t�6��	-¡ � }��¤���Q56�����¨�������/��5��������4�6��	��3�1�

SN = f0 + . . .+ fN ε
N �����
{

�:5��z�0{/��5�~-
��:{ � �
56|:�
{h
�� → ⇔ |SN − f(ε)| → 0
�1�
N → ∞ }��:53ºz�����

ε.

�1��~�	y�z���1����
 ∼ ⇔ |SN − f(ε)| = O(εN+1)
�1�
ε→ 0

}��:5���{�~)ºz�����
N.

���_®/. ��µ�­

f(ε) =

∫ ∞

0

e−t

1 + εt
dt ∼

∞
∑

n=0

(−1)nn!εn.

� 2Y�����Y���3�6�����Q{#��~ 56�
�k���������-�0{����
|:5.�����0�:{±��~)�/��5��.�
¡·�
� }
f
�z�
�k�
{h���3�:{����:	y�¨�1�����
5 � ��56�������0� x � �6
�������5Q�:5 � ��
����:5����h�����
{#����� fn

�Q�0�0�_�z�
�k�
{h�-�:{
x
��{h� �����.�
~

f(x, ε) ∼
∞
∑

0

fn(x)εn
�1�
ε→ 0,

���y	y����{ ���/���Q}��:53���1
.�
N

f(x, ε) −
N
∑

0

fn(x)εn = O(εN+1)
�1�
ε→ 0.

� }/�����Y�0	����0�0���\
��:{h������{��v�0{
O(εN+1)

���u��{��0}��:56	C�0{y�6�:	y��5.��{�|:�3�:}
x
�:���Y�.�
~����������²��{��0}��:56	J�1��~�	y�z���1����
������/��{h���0�:{

�0{#���/���Q5.��{�|:�:¡

; ¼
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��®h¯�ª�®  �ª¬´k«("�´W«  ��ª�"
� ¼ ��2������0�0	y���3	��
~)�k�

a→ a0
5.�������
5Y���/��{

ε→ 0
¡

� 7:��2����t���������
{h
��
1
�
ε
�
ε2, . . .

	��
~)�k�¨56�
�����1
�������~#��{�~
φn(ε)

�1�Y�0�:{�|��1�
φn+1(ε) = o(φn(ε))

�1�
ε→ 0

¡�2Y���
{

f(x, ε) ∼
∞
∑

0

fn(x)φn(ε)
�1�
ε→ 0

	y����{h�����/���Q}��:5����0�
N

f(x, ε) −
N
∑

0

fn(x)φn(ε) = O(φN+1(ε))
�1�
ε→ 0.

¦h�:53������	y���0�
log ε

�:}����
{�
�56�:�h�3���¥¡

� ´/¯�¯ +4ª¬«��©­ �_® . ��µ�­ �_���
I(x)

�k�t�z�
º�{����#}��:5
λ > 0

��~

I(λ) =

∫ π

0

cosλt

1 + t2
dt.

�c��
���{��6����� ��~ �0{����
|:5.�����0�:{���~ �/��5��.�����/���

I(λ) =
sinπλ

λ(1 + π2)
− 2π cosπλ

λ2(1 + π2)2
− (6π2 − 2) sinπλ

λ3(1 + π2)3
+

24(π2 − 1) cosπλ

λ4(1 + π2)4
+ · · · .

�&���
{
λ = 10

�����!�1��~�	y�z���1����
������/��{h���0�:{±�:}
I(λ)

|:� � ���

I(10) ≈ 0 − 0.000531805 + 0 + 0.00000479083 + · · ·
�6��|:|:�������0{�|

I(10)
���¤���
�0�4������56�����0	)�������#��~ −0.0005270

¡ 4¤�z�
I(10) ≈ −0.0004558

¡
� }4���¨�/�1�-�z�:{����0{h�������1�

J(λ) =

∫ ∞

π

cosλt

1 + t2
dt

���¨º�{h� �����t����	��¨�����/��{h���0�:{

J(λ) = − sinπλ

λ(1 + π2)
+

2π cosπλ

λ2(1 + π2)2
+

(6π2 − 2) sinπλ

λ3(1 + π2)3
− 24(π2 − 1) cosπλ

λ4(1 + π2)4
+ · · · ;

�����������/��{h�6�0�:{±�6��|:|:�����.�
J(10) ≈ 0.0005270

¡�2����������0	y�¨{���	y�
56��
����0��~)����º�{h�
J(10) ≈ 0.0005271

¡
2�����56���1���:{����

∫ ∞

0

cosλt

1 + t2
dt =

1

2

∫ ∞

−∞

cosλt

1 + t2
dt =

1

2

�3����� (∫ ∞

−∞

eiλt

1 + t2
dt

)

=
1

2
2πi

e−λ

2i
=
πe−λ

2

�h�6�0{�|)�����\
�����
����0�h���:}�56�������z�����
¡�2Y���\�z�0�k�
56�
{h
��\�k�������
�
{
I
��{h�

J
���²�����k�:{��
{��������0��~?�6	����0�¢¡ � {�
�����
����������0{�|

I(10)���¨º�{h�
−0.0005270 +

πe−10

2
≈ −0.0004558.

4¤�z�3�������Y���
56	»�Q�0�0�¥{�� � �
5²�����k����53�0{#�����!�1��~�	y�z���1����
������/��{h���0�:{¥¡

;i7
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�n^�� �nb`j�
���w �¥g �!fhgil �vg ���Wlib¢q�j�p
� }Q���z�0�W�
56�
{��������¤�����/�����0�:{

Dε
�/�1������	����0���/��5.��	y�����
5

ε
�0{©�����n�������t{/������5.���¤���?���0	 ���±�h�6�������)�6�:�0�z���0�:{ �:}������

�0�0	������0{�|#
��1�6�
D0

� 
��:5656���6�k�:{h�z�0{�|-���
ε = 0

�²�1����{c������56�����0	������0�:{ }��:5��������6�:�0�z���0�:{ �:}
Dε
¡�4¤�z���_�0}

ε
	��������0���0�0���

����� ��ª ���4­�") ��z�
56� � ����� � ���:} u � dku/dxk ���
~i�_���z�0¹y
�������~?��56���6����¡�2������:56�0|:�0{/��� Dε
�����

k
�¢�����:5��z�
5������/�����0�:{��3�����

k
�k�:��{h�h��5�~c
��:{h�z�����0�:{h��¡-4¤�z�

D0
�/�1�t�:5��z�
5 ≤ k − 1

�u��{h�c�6��
���{�{��1���.��������}�~©���0�������y�k�:��{h�h��5�~c
��:{h�z�����0�:{h� � �0{
|:�
{��
5.������¡�2Y�����Y���3
����0�0����� "�ª¬«�� ��µ�®h¯ ��­�¯  �4¯ ��®  �ª�´k« ��¯�´	��µ�­�. �

Dε
���Q�����0{�|:������5Q�k�
5�����56�/�����0�:{±�:}

D0
¡

��ªe«4­�®�¯�­ �_®/. ��µ�­

Dε :

{

εu′′ + u′ + u = 0,
u(0) = a, u(1) = b.

�&���
{
ε = 0

�z���¨�/� � �

D0 :

{

u′ + u = 0,
u(0) = a, u(1) = b.

2Y���t���:�0�z���0�:{����
u = Ae−x �Q����
.�-
���{�{��1�²�.��������}�~#�k�1���-�k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h�Q�0{#|:�
{��
5.���¢¡

� }
u
���������t���:�0�z���0�:{-���

Dε
�����
{��:{����k�i�6�6�0���0�t�k�
�/� � �0�:��5Q�0{-�6�h
.��
��1�6���Y���Y���/���

• � � �
53	y�i���3�:}4������5.��{�|:� εdku/dxk ���3�6	����0�¢�/��{h� u ������56�����0	)�����
��~ �:�k��~z� D0
�

• �0{�
��
5������0{ 56�
|:�0�:{h���4�:}����
{�{�����5��������
{h�����:}v������5.��{�|:�:�
εdku/dxk ����«4´/ y��	)���0�¢�4��{h� u �1�����h���.�¨���.���
�0}����)�����

�k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h� � �¢¡£�:¡
dku/dxk ���Y����56|:���0{����:	��¨�����1
����.��¡

� { ������� ��~�{/��	y��

�¨�������6�y56�
|:�0�:{h�!��56�y��{����Q{©�1�¨�k�:��{h�h��5�~����
~i�
5������0{c�6�:�0����	y��
.�/��{���

�¨������~ ��56�y��{����Q{c�1�����z|:�
���
~i�
5��
�h�0{-�
�0��
���56����~�{/��	y��

�3������~-��56����{����3{��1�3�����0{����
~i�
5����h���.
1¡

, ��56��
����z��56�!}��:53�z�����
56	y�0{��0{�|y�����t���:�0�z���0�:{��:}n�\���0{�|:������5��k�
5�����56�/�����0�:{���56�:���0�
	 �Q�����#�k�:��{h�h��5�~-���
~i�
5��Y��� �
� ¼ � � �����
56	��0{��������t��
����0�0{�|��:}4�������k�:��{h�h��5�~#���
~i�
5�� � �:¡£|�¡ x ∝ ε

�:5
ε1/2 �:5�¡
¡
¡���¡

� 7:� �Y����
����0�������¨�0{h�z�
�k�
{h�z�
{�� � ��56�������0�t�0{ �������k�:��{h�h��5�~#���
~i�
5 � �:¡£|�¡ x = x̂ε
�:5
x̂ε1/2 �:5�¡
¡
¡���¡

� ;i�n¦��0{h�������²�1��~�	��z���1����
Q�����/��{h���0�:{h���:}W�����²���:�0�z���0�:{h���0{y�����Q�k�:��{h�h��5�~y���
~i�
5�����{h�y�:�z�.�6���z�Q�����3�k�:��{h�h��5�~����
~i�
5��
� ����� ���0{�{��
5 �!��{h� ���:�z���
5 �t�6�:�0�z���0�:{h�.��¡

�
� ��¦����)�����!��56������5.��5�~-
��:{h������{��.�3�0{#���������t�6�:�0�z���0�:{h�Q��~)�����¨56���0���
� �i���0{�{��
5Q���:�0�z���0�:{h�Q�:�k��~)�������k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h� �
� �k� ��	����.
.���0{�|�� � 	)�����0{�|������¨�0{�{��
5²��{h�#�:�z���
5Q�6�:�0�z���0�:{h� ���:�0{#���-��56�:�k�
56��~#�0{ �����¨��5.��{h�6�����0�:{�56�
|:�0�:{¥¡

2Y�����Y����������	y���������#�:} .c®	 #* �4­��H®/")+�. �� �´  �ª�*#­ � ��®h«("�ª¬´k«("1¡
� ���Q�0�0�_�0�0�0�h����5.�����!�����t��56��
����z��56�t�Q�������:��5Q�0�0{�����5�������	y���0�:¡ 0��1���¨���/�����������Q��56�:���0�
	8
���{��k�!�6�:� � ���-�����1
�����~i¡�c���3�0�0�u�¤�:56�?�1���0}v�¤���z�:{32 ���/� � ����{�~��)��56�0�:56�n��{����3�0���z|:�����k�:�z�¨�����y�6�:�0�z���0�:{��Y�¢¡£�:¡��1�²�����:��|:�?�����
56��	��
~±�k��k�:��{h�h��5�~#���
~i�
5��²���3�
�������
53�
{h�S�/� � �
{#�����:��|:�#�������k�:��{h�h��5�~#���
~i�
53���Q�1
����/���0��~#�:{���~-��� x = 0

¡
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$ *i®hµ¬ªe«�� 0Q����5
x = 0

�¤�²�0���
xL = x/εα

�
L =

�0�
}��6�x�/��{h�#�
{h� �
xL =

�0��
���� � ��56�������0�¨}��:5Y�0{h���k��
����0{�|y�������k�:��{h�h��5�~���
~i�
5Q�:{ �������0�
}���¡·��2����
{#�¤���Q56�����
u(x) = uL(xL)

¡�2����
{

du

dx
=

duL

dxL

dxL

dx
= ε−αduL

dxL
,

d2u

dx2
= ε−2αd

2uL

dx2
L

,

�6�����/���
ε1−2αd

2uL

dx2
L

+ ε−αduL

dxL
+ uL = 0.

0����&�0{������²�k�:��{h�h��5�~)���
~i�
5
d2uL/dx

2 ���¤���0|:{��0ºh
���{���¡ �c��	\�h���¤�0{h
�56���1�6� α ��{����0�W�������v���
56	»�/������{h
����¤�����¨µ�®h¯#�/­�") 
�:}��������1�����
5��3�0{#�����¨�����/�����0�:{¥¡ �Q�
{h
��¨�¤���3��{��

1 − 2α = min(−α, 0),
�¢¡£�:¡

α = 1.


�� �����\�k�:��{h�h��5�~����
~i�
5¨�����:}��Q�������
ε
¡ 0Q�1�������/�����0}��¤��
.�����i�6�

1 − 2α = 0
�¥�¢¡£�:¡

α = 1/2
�S��� �/������{h
���������º�5����

��{h�-�����05��-���
56	��
�h�����
{������!�6��
��:{h�-���
56	 ���
O(ε−1/2)

�3����
.�±���Q���0|:|:�
5Q���/��{������t�1�����
5Q������¡Y2Y���t�k�:��{h�h��5�~����
~i�
5
���3������56�0|:���Q���Q�����6�y�:}4�Q�������

ε
¡


���{���� �����z� � �
�0�:���:��5Q�1��~�	y�z���1����
������/��{h�6�0�:{±�1�3}��:�0�0���Q� �
� ¼ � ,��3�
~)}�56�:	 �������
{h���Y�:}��������0{����
5 � ��� � �`������	y�����z�0� �������¨�����/��{h� u �1�

u(x) = uM (x) ∼ uM0(x) + εuM1(x) + · · · ,

� 7:�¤{�����5Y�����¨�0�
}��6�x�/��{h���
{h�)���¨56����
����0�
x
��~#�\}e�1
����:53�:}

ε
�6�\�����/� � � xL = x/ε

��{h� �¤�������/��{h�

u(x) = uL(xL) ∼ uL0(x) + εuL1(x) + · · · ,

� ;i�v{�����5¤�����¨56�0|:���6�x�/��{h� �
{h�)�¤�²56����
����0�
x− 1

��~)�!}e�1
����:5Y�:}
ε
�������²�/� � � xR = (x− 1)/ε ≤ 0

��{h�)�¤�������/��{h�

u(x) = uR(xR) ∼ uR0(x) + εuR1(x) + · · · .

$¥´Wµ��  �ª�´k« ´k« µ�­��5 2Y���¨�����/�����0�:{-�0{#�������0{�{��
5 � ��56�������0�t56���1���

d2uL

dx2
L

+
duL

dxL
+ εuL = 0.

� {h�6�
5����0{�|y�����������/��{h�6�0�:{±��{h�-�����/�����0{�|�
����
¹�
��0�
{��.�3�:}��k�����
5��Y�:}
ε
|:� � ���

O(1) :
d2uL0

dx2
L

+
duL0

dxL
= 0,

O(ε) :
d2uL1

dx2
L

+
duL1

dxL
+ uL0 = 0,

���.
1¡ �Q�
{h
��
uL0 = AL0 +BL0e

−xL .
2��y�.��������}�~

u(0) = a
�¤�¨�/� � � AL0 +BL0 = a

¡

; �
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$¥´Wµ��  �ª�´k«Oª¬« .cª
����µ�­ 2����¨�����/�����0�:{±�0{ �������:�z���
5 � ��56�������0�t56���1���

ε
d2uM

dx2
+
duM

dx
+ uM = 0.

� {h�6�
5����0{�|y�����������/��{h�6�0�:{±��{h�-�����/�����0{�|�
����
¹�
��0�
{��.�3�:}��k�����
5��Y�:}
ε
|:� � ���

O(1) :
duM0

dx
+ uM0 = 0,

O(ε) :
d2uM0

dx2
+
duM1

dx
+ uM1 = 0,

���.
1¡ �Q�
{h
��
uM0 = AM0e

−x.

$¥´Wµ��  �ª�´k« ´k« ¯�ª � �� 2Y���¨�����/�����0�:{��0{ �������0{�{��
5 � ��56�������0�t56���1���

d2uR

dx2
R

+
duR

dxR
+ εuR = 0.

� {h�6�
5����0{�|y�����������/��{h�6�0�:{±��{h�-�����/�����0{�|�
����
¹�
��0�
{��.�3�:}��k�����
5��Y�:}
ε
|:� � ���

O(1) :
d2uR0

dx2
R

+
duR0

dxR
= 0,

O(ε) :
d2uR1

dx2
R

+
duR1

dxR
+ uR0 = 0,

���.
1¡ �Q�
{h
��
uR0 = AR0 +BR0e

−xR .
2��y�.��������}�~

u(1) = b
���¨�/� � � AR0 +BR0 = b

¡


��y}e��5����¨�/� � � � ��56������5.��5�~#
��:{h������{��.�²��{h�±7!�����/�����0�:{h�
¡�2Y���¨�1�����
5²;������/�����0�:{h�3�3�0�0�_
��:	y�¨��~#	����.
.���0{�|�¡

; �



���������
	�������
������������������ �������! #"���$�� ')(-* %�� ����
.�/���
�0	��1�32��
56	 719:9:;
<8=?> @!ACB�=?D � FHGJI E��

� ®	 #*#��ªe«�� � �z���#���¨���/���������
56�����!��{ ��� � �
56����� �y56�
|:�0�:{c�3���
56�y�k�1���c�����/��{h���0�:{h�������:�����c���:���c��{h�������
56�
}��:56���k������/���¢¡
uL(xL) ∼ uM (x)

�1�
x→ 0

��{h�
xL = x/ε→ ∞.¶ {��!�Y�
~����Q���)�0{���56���z�h
��y��{ ���0{����
56	y���z������� ���6
����0�0{�|

x̂ = x/εα
�
0 < α < 1

¡�2Y���
{±�3�����
ε → 0

�3�����
x̂
ºz�������¤�

�/� � � x = εαx̂ → 0
��{h�

xL = εα−1x̂ → ∞ ¡ ¶ }����
{����¨�������1�6�0��������� 
.�����i�6�����:	y��ºz�����
α
�¥�.�
~

α = 1/2
¡ � {±�������


��1�6�:�h	����.
.���0{�|����3�������0�
}��6�x�/��{h�-�
{h� �¤�¨�/� � �

uL = AL0 +BL0e
−εα−1x̂ +O(ε),

∼ AL0 + E.S.T.+O(ε),
�Q���
56�

E.S.T.
������{h���3}��:53�����k�:{��
{��������0��~��6	����0�S���
56	��
�z�3���0�0�

uM = AM0e
−εαx̂ +O(ε)

∼ AM0 − εαx̂AM0 + · · · +O(ε).
¦h�:5Y���������������k�¨�������.��	y�t�1�

ε→ 0
���¨{��
���

AL0 = AM0.2Y���h�3�����
u � ���0�����Q�/� � �t����	����.
.� � �����!�:�z���
5��0�0	����Q�:}������!�0{�{��
5���56�:���0�
	 {��
�����Q����	����.
.�-�Q�����-�����!�0{�{��
5��0�0	y���

�:}��������:�z���
53��56�:���0�
	-¡
�±���.
.���0{�|)���3�����¨56�0|:���6�x�/��{h���
{h�)���¨�h�6�¨�����¨�0{����
56	y���z������� � ��56�������0� x̃ = (x− 1)/εα ≤ 0

|:� � �0{�|

uR = AR0 +BR0e
−εα−1x̃ +O(ε),

� ¼:¼ �
�Q���0�0�

uM = AM0e
−1−εαx̃ +O(ε)

∼ AM0e
−1 − εαx̃AM0e

−1 + · · · +O(ε).
� �0����56��~)���y	����.
.� ����
���{�{��1�Q�/� � �t�����k�:{��
{��������4|:56���3���-�0{ � ¼:¼ ���k�������/���

BR0 = 0, AR0 = AM0e
−1.

,�|����0{#�����
u � ���0�����3	��h���3	����.
.�¥¡��Q�
{h
����:��5 � �����/�����0�:{h�²��56�

AL0 +BL0 = a,

AR0 +BR0 = b,

AL0 = AM0,

BR0 = 0,

AR0 = AM0e
−1.

���
{h
��
AL0 = eb, BL0 = a− eb, AM0 = eb, AR0 = b, BR0 = 0,��{h� �����t�6�:�0�z���0�:{��0{ �����¨����56�
��56�
|:�0�:{h�3���3|:� � �
{-��~

uL0 = eb+ (a− eb)e−xL ,

uM0 = ebe−x,

uR0 = b.
2Y���
56�3���n{��t5.������� � ��56�������0�:{��0{ u �0{������356�0|:���6�x�/��{h���k�:��{h�h��5�~����
~i�
5��¥���3�z��{��1�v56�����0��~�{��
���\���������k�:��{h�h��5�~y���
~i�
5
¡

; �
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�!´ . ��´�"�ª  �­���� ��®h«("�ª�´k« 2��y���0�1�3�����!���:�0�z���0�:{±}��:53������	y���0�¨�����3��{��²�\��{��0}��:56	���~ � ���0���-�����/��{h���0�:{¥¡ ¶ {��¨�3�
~����
��:{h����56�h
��²�\��{��0}��:56	y��~ � ���0����������56�����0	������0�:{����������1���)���:|:�������
53�����t���:�0�z���0�:{��0{#�����¨�0{�{��
5²��{h� �:�z���
5356�
|:�0�:{h�
���{h�y�����
{������:�²�:�)�����²�6�:�0�z���0�:{)�0{������ ��� � �
56����� ��56�
|:�0�:{��Q����
.���/�1���k�
�
{)
��:��{����������3��
��:¡ � 56�����Q�������0{�{��
5¤�6�:�0�z���0�:{�0{#���
56	��Y�:}��:�z���
5 � ��56�������0���²��{h�)�������:�z���
5Q�0{ ���
56	��Y�:}��0{�{��
5 � ��56�������0������{h�#�����/��{h�

uL0 = eb+ (a− eb)e−x/ε ∼ eb+O(ε),

uM0 = ebe−εxL ∼ eb+O(ε).

2Y���t
��:	y	y�:{)���
56	 �3����
.�-�/�1�Y�k�
�
{�
��:��{������#���Q��
��¨���
eb
¡ ���
{h
��¨�����t
��:	y�k�i�������t�����/��{h���0�:{����

u ∼ eb+ (a− eb)e−xL + ebe−x − eb = (a− eb)e−x/ε + ebe−x.

2Y�����
5656�:53���
O(ε)

� � �
5Y�����¨�Q���:�0�¨5.��{�|:���:} x ¡

��ª ���4­�¯ 
.´/¯ �4­�¯  �­�¯ . " ,¤�3�:5��z�
5
ε
�0{-���1
.�-56�
|:�0�:{

uL1 = −ebxL + (a− eb)xLe
−xL + AL1 +BL1e

−xL ,

uM1 = −ebxe−x +AM1e
−x,

uR1 = −bxR + AR1 +BR1e
−xR .

4¤�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h� �
AL1 +BL1 = 0, AR1 +BR1 = 0.

� ®	 #*#��ªe«�� ¦h�:�0�0��� �.��	y�¨��56��
����z��56�:¡�,��3�0�
}��6�x�/��{h�-�
{h� �Q56�����¨�0{�{��
5���{h�-�:�z���
53�����/��{h���0�:{h�Q�0{#���
56	��Y�:}
x̂ �

uL = eb+ (a− eb)e−εα−1x̂ + ε
(

−ebεα−1x̂+ (a− eb)εα−1x̂e−εα−1x̂ + AL1 +BL1e
−εα−1x̂

)

ε+O(ε2),

∼ eb+E.S.T.

− ebεαx̂+ AL1ε+ E.S.T.

+O(ε2)

�Q���0�0�

uM = ebe−εαx̂ + ε
(

−ebεαx̂e−εαx̂ +AM1e
−εαx̂

)

+O(ε2)

∼ eb− εαx̂eb+
ε2αx̂2

2
eb+ · · ·

− ebεα+1x̂− ebε2α+1x̂x̂+AM1ε− AM1ε
1+αx̂+ · · ·

+O(ε2).

�����.
.���0{�|����¨º�{h� ���/���
AL1 = AM1.� {��1��� ���:	������
56	��
����	y�&�:5��z�
5 � −εαx̂eb 
��:	y���)}�56�:	 �0{�{��
5 �����/��{h�6�0�:{ �:}�º�5����#�:�z���
5)���
56	-�Q���z�-}�56�:	 �:�z���
5

�����/��{h�6�0�:{��:}u�6��
��:{h�#�0{�{��
53���
56	-¡·� 0��1�������/���Q�0{-�:5��z�
5Q}��:5������t{��
|:�0��
������#���
56	��
ε2al ���y�k�t��	)���0�0�
5����/��{#�����t���1���56�������0{����#���
56	

ε
�¤�¨{��
���

α > 1/2
¡
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,��Y������56�0|:���6�x�/��{h�-�
{h�#�h�6�0{�|��������0{����
56	y���z������� � ��56�������0� x̃ �¤�¨º�{h�

uR = b+ ε
(

−bεα−1x̃+ AR1 +BR1e
−εα−1x̃

)

+O(ε2),

∼ b

− bεαx̃+ εAR1 + εBR1e
−εα−1x̃

+O(ε2),

�Q���0�0�

uM = ebe−1−εαx̃ + ε
(

−eb(1 + εαx̃)e−1−εαx̃ + AM1e
−1−εαx̃

)

+O(ε2)

∼ b− εαx̃b+
ε2αx̃2

2
b+ · · ·

− b(ε+ εα+1x̃) (1 − εαx̃+ · · · ) + εAM1e
−1 (1 − εαx̃+ · · · )

+O(ε2).

�����.
.���0{�|y|:� � ���
BR1 = 0, AM1e

−1 − b = AR1.
���
{h
��¨�¤�¨{���� �/� � ������� � �����/�����0�:{h�Q}��:5 � ��{���{����Q{h� �

AL1 +BL1 = 0,

AR1 +BR1 = 0,

AL1 = AM1,

BR1 = 0,

AM1e
−1 − b = AR1,

�Q���������:�0�z���0�:{
AR1 = 0, BR1 = 0, AM1 = be, AL1 = be, BL1 = −be.

2Y�����Y|:� � ���

uL1 = −ebxL + (a− eb)xLe
−xL + eb− ebe−xL ,

uM1 = −ebxe−x + ebe−x,

uR1 = −bxR.

�!´ . ��´�"�ª  �­±­ � ��®h«("�ª¬´k« � �:	y�k�i�6�����¨���
uL + uM− � � �
56�����¥¡ � 56����� uL

�0{#���
56	��Y�:}��:�z���
5 � ��56�������0� �

uL = eb+ (a− eb)e−x/ε + ε
(

−ebx
ε

+ (a− eb)
x

ε
e−x/ε + eb− ebe−x/ε

)

+ · · ·

∼ eb− ebx+ εeb+O(ε2)

��{h�
uM

�0{ ���
56	����:}��0{�{��
5 � ��56�������0���

uM = ebe−εxL + ε
(

−ebεxLe
−εxL + ebe−εxL

)

+ · · ·
∼ eb− ebεxL + εeb+O(ε2)

2Y���t
��:	y	y�:{ � ���0���t�0{ ������� � �
56������56�
|:�0�:{-���

eb− ebεxL + εeb = eb− ebx+ εeb.

; �
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���
{h
��¨�����t
��:	y�k�i�6�����¨�����/��{h�6�0�:{����

u = eb+ (a− eb)e−x/ε + ε
(

−ebx
ε

+ (a− eb)
x

ε
e−x/ε + eb− ebe−x/ε

)

+ebe−x + ε
(

−ebxe−x + ebe−x
)

− (eb− ebx+ εeb) +O(ε2)

= (a− eb)e−x/ε + (a− eb)xe−x/ε − εebe−x/ε

+ebe−x − εebxe−x + εebe−x +O(ε2)

��®/«C* + �h­ 
 " . ®  #*#��ª¬«�� ¯ ��µ�­ ¸²�6�0{�|������)�0{����
56	y���z������� � ��56�������0� x̂ ���t���056���6�:	y�:¡ � ��{ � ~��:� 2 ��	����.
.���0{�|�56���0��h�6�/���0��~ �¤�:56������{h� ���Y	\�h
.�#	y�:56��
��:{ � �
{��0�
{���¡ � ��{ � ~��:� 2 �356���0�����
�
m
���
56	 �0{�{��
5�� �

n
���
56	 �:�z���
5��

=
�
n
���
56	 �:�z���
5�� �

m
���
56	§�0{�{��
5��

�¢¡£�:¡��0{©�����)�:�z���
5 � ��56�������0���������/��{h�©��� n ���
56	��
¡?2����
{ ���Q���.
.�©���±�0{�{��
5 � ��56�������0���y��{h�©56�
�����/��{h�©��� m ���
56	��
¡
2Y���)56�������������t����� ����	�� �1�!º�5����\�����/��{h�z�0{�|��0{©�������0{�{��
5����

m
���
56	��
�u�����
{ ���Q���.
.���0{�|����±�:�z���
5 � ��56�������0���y��{h�56�
�����/��{h�z�0{�|����

n
���
56	���¡

���_®/. ��µ�­±¯�­ �4ª�"�ª! �ª¬«��
� ¼ �����

= AM0e
−x.

� {-�0{�{��
5 � ��56�������0���3�������Y���
AM0e

−εxL .
³n���/��{h�z���#�������3���

AM0 −AM0εxL + AM0
ε2x2

L

2
+ · · · .

���
{h
��
� ¼ ����� � ¼ �����

= AM0,� 7������ � ¼ �����
= AM0 − AM0εxL,

���.
1¡ 
��0	y�0����56��~
� ¼ �����

= AL0 +BL0e
−xL .

� {-�:�z���
5 � ��56�������0���3�������Y���
AL0 +BL0e

−x/ε.
³n���/��{h�z���#�������3���

AL0 + E.S.T.
���
{h
��

� ¼ ����� � ¼ �����
= AL0,� 7������ � ¼ �����
= AL0,

���.
1¡ 
��
� ¼ ����� � ¼ �����

=
� ¼ ����� � ¼ ����� ⇒AM0 = AL0.

� ®�¯�«�ª¬«�� � �&���
{#�h�6�0{�|��������3	����.
.���0{�|y56���0�¨~i�:�-	��h���Y��56�����Q�0�:|��1�
O(1)

¡

; �
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�  #�4­�¯�­ 
3�4®  �ª�´W«(" � }��¤�¨�/� � �!���
~
εu′′ + u′ + sinu = 0,

�����6�
{��������0��~ �����t����	y�¨��56��
����z��56�t�¤�:56���
¡

u = u0 + εu1 + · · · ,

sinu = sinu0 +
(

εu1 + ε2u2 + · · ·
)

cosu0 −
(

εu1 + ε2u2 + · · ·
)2 sinu0

2
+ · · ·

= sinu0 + ε(u1 cosu0) + ε2
(

u2 cosu0 −
u2

1 sinu0

2

)

+ · · · .

����h}��:53�0{h������{h
��:�h�������z�0�W�
56�
{��������4�����/�����0�:{h�Q�0{ ������	y�����z�0��56�
|:�0�:{±��56�

u′0 + sinu0 = 0,

u′′0 + u′1 + u1 cosu0 = 0,

u′′1 + u′2 + u2 cosu0 −
u2

1 sinu0

2
= 0,

���.
1¡�0Q�1�������/���3�����tº�5����Q�:}4�������6�����Y{��:{��0�0{�����5
�k���z�����0�_�����¨56�����²��56���0�0{�����5 � ���z�3�Q�����#{��:{z�`
��:{h������{���
����
¹y
��0�
{��.����¡

� � X � � 	 � � � ��P�N � � �
¶ }����0���1��~�	y�z���1����
²����
.��{����������
�h�������Y���������¨�:{����Q����
.�#���������¨	y�i���Y�0�0�:�!� �������1
.� ��5�� �.¡��n56�:���0�
	��Y
.�/��5.�1
����
56���6���-��~
�/� � �0{�|)���¤����56��
����6�6�����¥���1
.���Q�����-�����
�05²���Q{��6
����0���
�_�1
����0{�|)�6�0	���������{��
�:�h�6��~i¡ 
��0	y�0����5Q��� � � 4 � 5.�������z��~ � ��5�~��0{�|���/�1�6�:���6�0���Q��~ � ��5�~��0{�|±��	y���0�����h�z� ��	y���z�����������?�3� � ����¡ � �:{���5.�1�����Q������	����.
.�����c�1��~�	��z���1����
������/��{h���0�:{h�
���3���
56�
�����¨��������56��
����������3�3�������z�0�W�
56�
{����6
����0���²��56�t�1
����0{�|��0{-�z�0�W�
56�
{���56�
|:�0�:{h��¡

���_®/. ��µ�­/° ��®/* �  �´ ��®h« �4­�¯��Q´Wµ�´�" *�ª¬µ¬µ�®  �´k¯

ü+ εu̇(u2 − 1) + u = 0.

���1���Y���0	����¤�¨�0���:�:���-}��:5 �n­�¯�ª�´ ��ª�*y�6�:�0�z���0�:{-}��:5���	����0�
ε
¡ �Q�
56�¨�����3�0�0�4�����h��~ �����tª¬«�ª  �ª�®/µ ��®/µ��4­ ��¯�´	��µ�­�.

u = 1, u̇ = 0
���
t = 0.

2�56�������0{�|���������56�:���0�
	8�1�Q��56�
|:������5Q�k�
5�����56�/�����0�:{±�����/��{h�6�0�:{��0{
ε
|:� � ���

u(t, ε) ∼ cos t+ ε

[

3

8
(t cos t− sin t) − 1

32
(sin 3t− 3 sin t)

]

+ · · · .

2Y�����������/��{h���0�:{���� � ���0����}��:5vºz����� t �1� ε→ 0
�i���z����56���������z���3{��Q���
{

t ≥ O(ε−1)
���k��
����h�����:}k�����356���6�:{/��{��v���
56	��

3
8εt cos t,

���.
1¡ �O���
{#�����t����
��:{h� ���
56	 �0{±��{#�����/��{h�6�0�:{��k��
��:	y���3�1�3���0|��1�������¨º�5���� � ���
56�¨�3���
{
εt = 8

3 = O(1)
�

���Q���Q��{-�0{h�z��
������0�:{-���/���3�����������/��{h�6�0�:{-���3��56�������0{�|��z���Q{¥¡
2�������56�:���0�
	 ���Y���/���Q�����t�h��	y���0{�|y���
56	§�:{���~-
.�/��{�|:���3��������	y���0�����h�z�t��~-��{��:5��z�
53�:{�����	y�:��{���� � �
5����0�:{�|���0	����6
����0�)�:}3�:5��z�
5

ε−1 �n��~ �±���0���§�1


���	����������0�:{ �:}Q��	)���0���
�k��
��.�
¡�2Y���h�t�����������±��56��
������6���\�:{©�����������±���0	y�
��
����0������56��}e�1���3�i��
��0�0�������0�:{���{h�-�6�0��� �h��	y���0{�|�¡

� ����5�~)����
����z����56�������¨�k�
�/� � �0�:��5��:{#�k�1���-���������¨���0	����6
����0���3��~ �0{���56���z�h
��0{�|  ��!´-���0	y� � ��56�������0��� �
τ = t

� �����t}e�1���3���0	y�¨�:}������¨�i��
��0�0�������0�:{
,

T = εt
� �����t���0��� ���0	��¨�:}4�����!��	y���0�����h�z�t�z56�0}��

.

� 9
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u(t; ε) = u(τ, T ; ε)
��56�������0{�|)����� � ��56�������0��� τ ��{h� T �1��ª¬«��4­ ��­�«��4­�«� i¡ � �

�/� � �
d

dt
=

∂

∂τ
+ ε

∂

∂T
,

�6�����/���
ü = uττ + 2εuτT + ε2uTT .

2Y���
{#�¤�¨�����/��{h�
u(τ, T ; ε) = u0(τ, T ) + εu1(τ, T ) + · · · .

,��
ε0
�¤�¨º�{h�

u0ττ + u0 = 0
�0{
t ≥ 0,

�Q�����
u0 = 1, u0τ = 0

���
t = 0.

���
{h
��
u0 = R(T ) cos(τ + θ(T )).

2Y���h�¨�����)��	y���0�����h�z�)��{h� ���/�1�6�)��56��
��:{h������{����1�t}e��5��1��������}e�1���t���0	y����
����0�
τ
���t
��:{h
��
56{����S�u���z� � ��5�~�� � �
5�������6�0��� ���0	y����
����0�

T
¡�,Q������~��0{�|y�������0{����������4
��:{h�z�����0�:{h�3���¨56�������056�

R(0) = 1, θ(0) = 0.

,��/��5��Q}�56�:	 ���������!
��:{h�z�����0�:{h�
R
��{h�

θ
��56�t��56������5.��5�~±���3��56���6�
{���¡���56��
��
���z�0{�|����y�:5��z�
5

ε1 �

u1ττ + u1 = −u0τ (u
2
0 − 1) − 2u0τT

�0{
t ≥ 0

= 2RθT cos(τ + θ) +

(

2RT +
R3

4
−R

)

sin(τ + θ) +
R3

4
sin 3(τ + θ).

2Y�����0{����������4
��:{h�z�����0�:{h�²��56�
u1 = 0, u1τ = −u0T = −RT

���
t = 0.

0����t�������
sin 3(τ + θ)

���
56	 ��� ¶ �������z�������
sin(τ + θ)

��{h�
cos(τ + θ)

���
56	��\��56�)56���6�:{/��{�������{h�©�3�0�0�¤|:� � �#�56���6�k�:{h�6���:}k������}��:56	
t sin(τ +θ)

��{h�
t cos(τ +θ)

¡n2����h�������Q�����/��{h�6�0�:{��Q�0�0�/
����1�6�3���t�k�²�1��~�	y�z���1����
���|����0{��3���
{
t = O(ε−1)

¡²2��)�:�
�
�±�����������/��{h�6�0�:{ �1��~�	y�z���1����
1�W���!�h�6�!������}�56�
���z�:	8���!�/� � ���0{ R ��{h�
θ
�����
�0�0	��0{/�����!���������

56���6�:{/��{��Q���
56	�� � �����t���1�`
����0�0�����6��
�������56����~#�:53�0{����
|:5.�����0�0����~-�:53�6�:� � �����0�0����~-
��:{h�z�����0�:{��:} ���:�0{h
���5 �����h|:� � �0{�|

θT = 0, RT =
R(4 −R2)

8
.

¸²�6�0{�|\�������0{�����������
��:{h�z�����0�:{h�3�¤�������
56�
}��:56�t�/� � �

θ = 0, R =
2

(1 + 3e−T )1/2
.

2Y���h�3��������	����0�����h�z�t�:}������!�i�6
��0�0�������:5¨�z56�0}��.�3�����3��5����3����� � ���0����7��h�Q����
.�-���t}��:��{h�-�Y�1�²���0�0	y���²
�~z
��0�:¡32Y���h���k�0{�/��5�����
�������5
�/�¤�¨�/� � �!�������Q{ ���/���Q�����¨�0�0	y���Q
�~z
��0�t���3���������0�:¡

� ¼
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� }����t��56�¨�0{����
56���������-�0{#������
��:5656��
����0�:{

u1
�¤��
���{-{���� 
�����
��������������²�1�

u1 = − 1

32
R3 sin 3τ + S(T ) sin(τ + φ(T )),

�Q�����){���� ��	y���0�����h�z����{h�����/�1�6�²}���{h
����0�:{h�
S
��{h�

φ
¡n2Y���������3�0�0�W�k�²�z�����
56	y�0{�������~)�!����
�������56����~)
��:{h�z�����0�:{ �:{

u2
�

���.
1¡
,¤�����0|:���
5¤�:5��z�
5������3���:�����yº�{h�y���/���Y�¨56���6�:{/��{���}��:5�
��0{�|!���v�0	y�k�i�����0���0�Q���\� � �:���S¡ � {�}e�1
��v�����������������²
��1�������
56��0{?�6�:� � �0{�|)}��:5 u1

� �¤��
���{�{��1�t� � �:���±56���6�:{/��{h
��\�0{ u2
¡²2Y�����²
���{��k��� � �:���z���±��~��0{���56���z�h
��0{�|���{?�1���z�����0�:{/���n�6�0������0	����6
����0�

T2 = ε2t
¡

, ���0	y���0��������	y���0���Q����
.�!�0�0�0�h����5.��������������{��
���t}��:5��6�h
.�\�Q�����k�
5��6�0���©���0	��v��
����0�¤���_�����¤�h��	y�k���t�0�0{�����5��i��
��0�0�������:5

ü+ 2εu̇+ u = 0

�Q���������:�0�z���0�:{
u = e−εt cos

(
√

1 − ε2 t
)

.

2Y���²��	y���0�����h�z���z56�0}��.���:{y�����3���0	y����
����0�
ε−1 �i�Q���0�0�3�����Q���/�1�6���z56�0}��.���:{y�����3���0	y����
����0� ε−2 ¡ � {�|:�
{��
5.���¢���0}W�¤�3�Y��{�����������:�0�z���0�:{�
��:5656��
��3���

O(εk)
}��:5¤���0	y�����:}

O(εk−n)
�����
{ ���²{��
���-�!���0�
5.��5�
.��~ �:}

n
���0��� ���0	����6
����0���
¡�
��:	��²	)�
~

�k���k���6���
53�/��{h�z�0���-��~#����5.���0{�����
����:5��z�0{/��������¡
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� � �
��� � M�� � � � �!V¨[�� � [![�	 � 	.VYZ�N �)Z�V � � �
	
� �_�0�:� � �0�0�0� ¼ � ; � � �²56�
�
{ ¼ � ; � �����:56{ ¼ � � � � ���
~��0�
�0|:� ¼ �z¼ 7�� �¨��{h� ¼ �z¼ � � �:�
�k56��~ ¼ � 71;�� �c�
{�� �
�
� ¼ � 7 � � �¨5.��	y�
5��
¼ � 7 � ��4�56�0�0�0�:���0{ ¼ � 7 � � ����{�|:�
5 ¼ � ; ¼ � ¶ � � �
5 ¼ � �z¼ �k����~i�
5 ¼ � � ;�¡·�¶ {���������	y���0���:}u�����0{�|:������5Q�k�
5�����56�/�����0�:{±��56�:���0�
	 ���/���²�z�����Q«4´/ ¨�/� � �t�k�:��{h�h��5�~#���
~i�
5��3���

ε2u′′ + u = 0.

� �#�/�1�#´�" *iªeµ¬µ�®  �´k¯ + �6�:�0�z���0�:{h�-��{h�O������~�����
����¨�:}t	���{�~ ��56�:���0�
	��#��56���6�0{�| }�56�:	 �Y� � �?��56�:�/��|������0�:{¥�²�3����� ε =�3� � �
�0�
{�|1���k���6� �
�!�:}�56�
|:�0�:{¥¡ 
����h}��:53���0|:�z�x}�56�������
{h
�~���56�:�/��|������0�:{¥� ε ���3��	)���0�4��{h� ���¨{��
���±�!�3�
~)���y�z�������1��~�	y�z����1����
����0��~��Q�����©���h
.�c��56�:���0�
	��
¡ 2Y��� � � 4 	y��������� ���t�6�h
.� � 	y��������� }��:5t�0�0{�����5��3� � �y��56�:�/��|������0�:{ ��56�:���0�
	������{h�#���Y�0�0�0�h����5.�������-��~)�����������/�����0�:{
ε2u′′ + q(x)u = 0,

� ¼ 7:�
�Q�����

q(x) 6= 0
�0{#������56�
|:�0�:{-�:}��0{����
56������¡

�¥���Q�h�Yº�5������6�
���Q�/���3�/�����k�
{h�Q�0}4������5�~)�������:� � �������¨��56�:���0�
	§��~ 	��������0���0����
����0���
¡��_���
εX = x

����|:� � �

d2u

dX2
+ q(εX)u = 0.

2Y���h�¨���y�/� � �)��{c�i�6
��0�0�������:5!�Q�����©�-���0���Q��~ � ��5�~��0{�|±}�56�������
{h
�~i¡��c�y	y�0|:���t�k�y���
	y�z���������-�356����� u = u(x,X)
�

|:� � �0{�|
∂2u

∂X2
+ 2ε

d2u

∂x∂X
+ ε2

∂2u

∂X2
+ q(x)u = 0.

� ¼ ;i�
³n���/��{h�z�0{�|

u ∼ u0 + εu1 + · · · |:� � �������Q�0���1�z�0{�|y�:5��z�
5

∂2u0

∂X2
+ q(x)u = 0.

���
{h
��
u0 = A(x) cos(q(x)1/2X + θ(x)),

�Q���
56�
A(x)

��{h�
θ(x)

��56����56������5.��5�~±}���{h
����0�:{h���:}
x
�k���)�k�\�z�����
56	y�0{����±��~±�6��
�������56����~�
��:{h�z�����0�:{h������{��������:5��z�
5
¡

³v���/�����0{�|�
����
¹�
��0�
{��.�3�:}
ε1
�0{ � ¼ ;i�¤|:� � ���

∂2u1

∂X2
+ 2

d2u0

∂x∂X
+ +q(x)u1 = 0,

�¢¡£�:¡

∂2u1

∂X2
+ q(x)u1 = 2

d

dx

(

A(x)q(x)1/2 sin(q(x)1/2X + θ(x))
)

= 2
d

dx

(

Aq1/2
)

sin(q1/2X + θ) − 2Aq1/2

(

X
dq1/2

dx
+
dθ

dx

)

cos(q1/2X + θ).

2Y�����6��
�������56����~ 
��:{h�z�����0�:{O���
~z�y���/���������
56�±
���{ �k��{�� 	��������0���0���:}
cos(q1/2X + θ)

�:5
sin(q1/2X + θ)

�:{H�����
56�0|:���6�x�/��{h�±�����z�:¡ �Q�
{h
��

d

dx

(

Aq1/2
)

= 0, X
dq1/2

dx
+
dθ

dx
= 0.

� ;
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���
56�����²�6�
������56�:���0�
	»�����:��|:�¥¡v2Y��������
��:{h�#����
�������56����~ 
��:{h�z�����0�:{-
��:{������0{h�¤������}e�1���3��
����0�

X
�h��{h�)�6�\
���{ {��1���k�

�.�������6º��������0{h
��
θ
�����y}���{h
����0�:{��:}u���������0��� ��
����0�

x
�:{���~i¡�2Y�����3�Q�0�0�4�/�����k�
{±�Q���
{�� � �
5������!}�56�������
{h
�~±�:}u������}e�1����i��
��0�0�������0�:{±�z�
�k�
{h���Q�:{ �����t�6�0��� �6
����0�:¡

�¥���3�h�Y{���� 56������56{#��� � ¼ 7:��¡ � {h�������1�#�:}��h���0{�|y	��������0���0����
����0�����h�¤�t�1�6�6��	y�t��{��1��~�	y�z���1����
¨�����/��{h�6�0�:{-}��:5
u
�:}

������}��:56	

u ∼ eiφ(x)/εA(x, ε),
�Q�����

A(x, ε) ∼
∞
∑

n=0

An(x)εn.

2Y�����Y|:� � ���

u′′ ∼ eiφ/ε

(

−(φ′)2A
ε2

+
2ikφ′A′

ε
+
iφ′′A
ε

+ A′′
)

,

�6�����/���������h���������z���0{�|y�����t�����/��{h���0�:{h�Q�0{����������������/�����0�:{�|:� � �������3�0���1�z�0{�|��:5��z�
5 (O(ε0)) �

φ′(x)2 = q0(x).

���
{h
��
φ′ = ±

√

q0(x).
,��3�:5��z�
5

ε1
���¨º�{h�

2φ′A′
0 + φ′′A0 = 0,

�Q���0�0�!���3�:5��z�
5
εn+1 }��:5 n ≥ 1

���¨º�{h�

A′′
n−1 + 2iφ′A′

n + iφ′′An = 0.

2Y�����6�t��56�t�6�h


�������� � �tº�5����6�x�:5��z�
5²µ¬ª¬«4­�®h¯!�����/�����0�:{h�Q}��:5 Ai
¡�2�����º�5��������

2A′
0

A0
+
φ′′

φ′
= 0,

�Q����
.�#�¤��
���{-�0{����
|:5.���������
2 logA0 + logφ′ =


��:{h����¡
,

�¢¡£�:¡
A0 =

α0

q0(x)1/4
,

}��:5����:	y�)
��:{h������{��
α0
¡ � { �#�3� � �)��56�:�/��|������0�:{ ��56�:���0�
	 �������

A0(x)
|:� � ���!�����#��	y���0�����h�z�:����{h�c�������������/�����0�:{
��:5656���6�k�:{h���3���y�
{��
56|1~#
��:{h�6�
5 � �����0�:{¥¡³����/�����0�:{�}��:5

An

���{-�k�t�6�:� � ���#�h�6�0{�|���{#�0{����
|:5.�����0{�|�}e�1
����:5Q|:� � �0{�|

2i(φ′)1/2
(

(φ′)1/2An

)′
= −A′′

n−1,

�¢¡£�:¡
An =

i

2(φ′)1/2

∫

A′′
n−1

(φ′)1/2
dx;

������56�0|:���6�x�/��{h���6���z�����Y��{����Q{¥¡

� �
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���_®/. ��µ�­ 2���� �_�
|:�
{h�z56���k�:��~�{��:	y�����
Pn(x)

¡ � }²�¤�±�0���
u(θ) =

√
sin θPn(cos θ)

}��:5
0 < θ < π

�����
{ �����
�����/�����0�:{±�.��������º����-��~

u
���

u′′ +

(

n2 + n+
1

4
+

1

4 sin2 θ

)

u = 0.

�_���
ε = 1/(n+ 1/2)

¡�2����
{

ε2u′′ +

(

1 +
ε2

4 sin2 θ

)

u = 0.

�&�����#����� � � 4 ����{h�.��� �
u = Aeiφ/ε ���Q�0���1�z�0{�|��:5��z�
5 � ε0 �

(φ′)2 = 1, φ′ = ±1, φ = ±θ.
,��3�:5��z�
5

ε1
���¨�/� � �

2φ′A′
0 + φ′′A0 = 0,

�¢¡£�:¡
A′

0 = 0, A0 = α0.
,��3�:5��z�
5

ε2
���¨�/� � �

A′′
0 + 2iφ′A′

1 + iφ′′A1 +
1

4 sin2 θ
A0 = 0,

�¢¡£�:¡
2iA′

1 = ∓ α0

4 sin2 θ�6�����/���
A1 = ∓ iα0 cot θ

8
.

2Y���h�
√

sin θPn(cos θ) ∼ α̂0

(

1 − i cot θ

8(n+ 1/2)
· · ·
)

ei(n+1/2)θ + β̂0

(

1 +
cot θ

8(n+ 1/2)
· · ·
)

e−i(n+1/2)θ,

�1�
n→ ∞ ¡

' «4´  #�4­�¯�­ �_®/. ��µ�­ � �:{h�6���z�
5 ,��05�~ 2 �3�����/�����0�:{

u′′ − xu = 0, x < 0.

¦h�:53����56|:�
x
���¨56����
����0�

x = ε−2/3x̄
����|:� � � � �:{-�z56�:�����0{�|y�������/��5����

ε2u′′ − xu = 0, x < 0.

�&�����#����� � � 4 ����{h�.��� �
u = Aeiφ/ε ���Q�0���1�z�0{�|��:5��z�
5 � ε0 �v�¤���/� � �

(φ′)2 = −x,
�6�

φ′ = ±(−x)1/2, φ = ±2

3
(−x)3/2.

,��3º�5����Q�:5��z�
5 �
ε1
�v�¤���/� � �

2φ′A′
0 + φ′′A0 = 0,

� �
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�6�����/���

A0 =
α0

(φ′)1/2
=

α0

(−x)1/4
.

2Y���h�
u ∼ α0

(−x)1/4
exp

(

2ik2

3
(−x)3/2

)

+
β0

(−x)1/4
exp

(

−2ik2

3
(−x)3/2

) }��:5
x < 0.

� ��{±���������z�\�������3�0{
x > 0

¡�³��������
5Q
.�/��{�|:����{h����� �����
Aekφ �:5 ���h���²���0�0��� φ

�����k�t
��:	y���0���)����º�{h�

u ∼ λ0

x1/4
exp

(

2k2

3
x3/2

)

+
µ0

x1/4
exp

(

−2k2

3
x3/2

) }��:5
x > 0.

2Y���
56�����Q�\
��:{�{���
����0�:{±}��:56	������\56�
�������0{�|������t
����
¹�
��0�
{��.�
α0

��{h�
β0

���
λ0

��{h�
µ0
¡

�²ª �k­�« ��®hµ��4­ ��¯�´	��µ�­�. "
u′′ + λp(x)u = 0, u(0) = 0, u(1) = 0.

¦��0{h� �������
�0|:�
{ � ���0����� λ ¡�¦h�:5Y����56|:� λ ���z� λ = ε−2 �h�6�\���/���

ε2u′′ + p(x)u = 0, u(0) = 0, u(1) = 0.
2Y���
{#�3�����#����� � � 4&������56�����0	)�����0�:{

u ∼ Aeiφ/ε ���¨�/� � �

φ′ = ±p1/2, A0 =
α0

(φ′)1/2
.

� }����¨ºz�
φ = +

∫

p1/2 dx
�
A0 = p−1/4 �z�����
{#�����¨�������0{h�z�
�k�
{h�z�
{������:�0�z���0�:{h�²��56�¨|:� � �
{-��~

u+ ∼ A0e
iφ/ε, u− ∼ A0e

−iφ/ε.
¦h�:5Y�����¨|:�
{��
5.�����6�:�0�z���0�:{

u = αu+ + βu−�����.��������}�~ �k�:��{h�h��5�~�
��:{h�z�����0�:{h�3�¤�¨{��
���

αA0(0)eiφ(0)/ε + βA0(0)e−iφ(0)/ε ∼ 0,

αA0(1)eiφ(1)/ε + βA0(1)e−iφ(1)/ε ∼ 0.
2Y���
56�����Q��{��:{ �
�
56���6�:�0�z���0�:{�}��:5

α
��{h�

β
�0}u��{h�-�:{���~ �0}4�����t�z�����
56	y�0{/��{��Q��� �
�
56���h�¢¡£�:¡

∣

∣

∣

∣

eiφ(0)/εA0(0) e−iφ(0)/εA0(0)

eiφ(1)/εA0(1) e−iφ(1)/εA0(1)

∣

∣

∣

∣

∼ A0(0)A0(1)
(

ei(φ(0)−φ(1))/ε − ei(−φ(0)+φ(1))/ε
)

∼ 0,

�¢¡£�:¡
e2i(φ(0)−φ(1))/ε ∼ 1,

�:5
(φ(0) − φ(1)) = nπε.

���
{h
��¨�������
�0|:�
{ � ���0�����²��56�¨|:� � �
{�������56�����0	������
��~#��~

εn =

∫ 1
0

√

p(x) dx

nπ
.

�:5

λn =

(

nπ
∫ 1
0

√

p(x) dx

)2

.

� {����
56��56���������0�:{±�0{#���
56	��Y�:}��0{����
|:�
5Q{���	��k�
53�:}��Y� � �
�0�
{�|1���h�
¡� �:	y���0���
φ
	����:�����������Y�0{����
56�������0{�|�¡0¡0¡

� �
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� �4¯�«�ª¬«�� �n´Wª¬«� #" ³n����	y���0�
−u′′ + x2u = λu, u→ 0

�1� |x| → ∞.
����56	y�:{���
��i��
��0�0�������:5
¡

λ =
�
{��
56|1~ �0� � �
�¢¡v¦h�:5Y����56|:� λ ��|����0{-�0��� ε = 1/λ

��{h�#56����
����0�
x = ε−1/2x̄

���y|:� � �

ε2u′′ + (1 − x2)u = 0, u→ 0
�1� |x| → ∞.

2Y���
{#�¤�������t������{h�h��5��-� � 4 �y��{h�.��� �¨���¨º�{h�

φ′ = ±
√

1 − x2, A0 =
1

(1 − x2)1/4
.

���
{h
��¨�����t���:�0�z���0�:{����

u ∼ α0

(1 − x2)1/4
e

i
ε

R x(1−x2)1/2 dx +
β0

(1 − x2)1/4
e−

i
ε

R x(1−x2)1/2 dx.
� ¼ � �

4¤�z�¨�������t������56�����0	������0�:{ ���¨�:{���~�|:�����?}��:5 |x| < 1
¡ �&���
{

x
���¨
��0�i�6�\��� ±1

�
(1 − x2)

���¨�6	����0�¢����{h������� � � 4
������56�����0	)�����0�:{\��56�������u�z���Q{¥¡ ,¤�����������������1
����

φ′ = 0
� ���²������~���56�¤��{����Q{��1������56{��0{�|²�k�:�0{��.��������{h�!���
{h
��

A0 = ∞� �Q����
.� �0{h�z��
��������������y��56�������z���3{k��¡ � ��	\�h�����h�6���#�z�0�k�
56�
{��t�����/��{h�6�0�:{c�0{������ � ��
��0{�����~��:}¤���1
.������56{��0{�|��k�:�0{��� ��{����0{�{��
5Q�����/��{h���0�:{ ���Q��{h�#	����.
.�#���3�3�����#�����������:�z���
5Q�����/��{h�6�0�:{ �.¡
4��
}��:56�²�¤���z�t�������0{�{��
5¤�����/��{h���0�:{¥���0�����h�¤
��:{����0{������3�������������:�z���
5������/��{h�6�0�:{ }��:5 |x| > 1

¡�2����
{)�¤�²
���{ �����0�0�
�h�6� � � 4²�/��{h� �¤�¨º�{h� ���/�����h�0{

x > 1
�.�
~

u ∼ α1

(x2 − 1)1/4
e−

1

ε

R x
1

(x2−1)1/2 dx +
β1

(x2 − 1)1/4
e

1

ε

R x
1

(x2−1)1/2 dx.
� ¼ � �

0����C����
���{ ��������~?�����y�k�:��{h�h��5�~c
��:{h�z�����0�:{ ���
x = +∞ ����|:� � � β1 = 0

¡)2������0{�{��
5t56�
|:�0�:{c{�����5
x = 1

�Q�0�0�
���0�0��� �h�Q���#
��:{�{���
��²������
����
¹y
��0�
{��.�

α0
��{h�

β0
���
α1

��{h�
β1
¡�2Y�����Q�Q�0�0��|:� � ���h���:{��\
��:{h�z�����0�:{��:{ α0

��{h�
β0
¡

2Y�����0{�{��
5356�
|:�0�:{-{�����5
x = −1

�Q�0�0�¥|:� � ���h�Q��{��1�����
5
¡�¥��
����0��~#{�����5
x = 1

���¨56����
����0�
x = 1 + ε1/2x̂

����|:� � �

u′′ − 2x̂u = 0.

2Y�����Y��� ���h���3�����!���05�~)�����/�����0�:{¥¡�� ���3��{��²�\�6�:�0�z���0�:{-�3����
.�-	����.
.�������Q����� � ¼ � �3�1�
x̂→ ∞ ¡�2Y�����3�6�:�0�z���0�:{-���

C
,Q� (

21/3x̂
)

,

�Q���
56��,Q�¥��������� ,Q�05�~)}���{h
����0�:{¥¡ � �Q
���{-�k���6�����Q{#���/�����1�
x̂→ ∞

C
,�� (

21/3x̂
)

∼ C

213/12
√
πx̂1/4

e−2
√

2/3x̂3/2

,

�Q���0�0�¨�����¨�0{�{��
53�0�0	����3�:} � ¼ � �¤���
α1

(2x̂)1/4
e−2

√
2/3x̂3/2

.

���
{h
��:�h	����.
.���0{�|������¨���¤�y�����/��{h���0�:{h�Q|:� � ���

C =
213/12√πα1

21/4
.

� �
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0���� �1�

x̂→ −∞ �h���Q
���{-�k�t�6�����3{#���/���

C
,Q� (−21/3x̂

)

∼ − Ce−iπ/4

213/12
√
π

(

1

x̂1/4
e−2

√
2i/3x̂3/2 − i

x̂1/4
e2

√
2i/3x̂3/2

)

,

�Q���0�0�¨�����¨�0{�{��
53�0�0	����3�:} � ¼ � �¤���

α0

(2x̂)1/4
e−

i
ε
φ(1)e−2

√
2i/3x̂3/2

+
β0

(2x̂)1/4
e

i
ε
φ(1)e2

√
2i/3x̂3/2

.

���
{h
��:�h	����.
.���0{�|������¨���¤�y�����/��{h���0�:{h�Q|:� � ���

α0e
− i

ε
φ(1) = −C21/4e−iπ/4

213/12
√
π

, β0e
i
ε
φ(1) =

Ci21/4e−iπ/4

213/12
√
π

,

��{h�-�6�
α0e

− i
ε
φ(1) − iβ0e

i
ε
φ(1) = 0.


��0	��0����56��~i������56�:��|:�����0��
�������{/����~z�����²���
x = −1

�¤�¨º�{h�

α0e
− i

ε
φ(−1) + iβ0e

i
ε
φ(−1) = 0.

���
{h
��:�h}��:5���{��:{ �
�
56�����:�0�z���0�:{
α0
�
β0

�������������3���¨{��
���
∣

∣

∣

∣

∣

e−
i
ε
φ(1) −ie i

ε
φ(1)

e−
i
ε
φ(−1) ie

i
ε
φ(−1)

∣

∣

∣

∣

∣

= e−
i
ε
(φ(1)−φ(−1))+iπ/2 − e

i
ε
(φ(1)−φ(−1))−iπ/2 = 0.

���
{h
��
e−

2i
ε

(φ(1)−φ(−1))+iπ = 1,
�6�����/���

2(φ(1) − φ(−1)) = (2n+ 1)πεn, n ∈ Z,
�6�����/���3�����¨�
�0|:�
{ � ���0����� λn

��56��|:� � �
{-��~

λn =
1

εn
=

(n+ 1/2)π

(φ(1) − φ(−1))
=

(n+ 1/2)π
∫ 1
−1

√
1 − x2 dx

= 2n+ 1.

� {-}e�1
��3�������6�!��56�t­ �_® *� ��0{#�������3
��1���:¡�2����������1
����6�:�0�z���0�:{h�²��56�

un = e−x2/2Hn(x), λn = 2n+ 1.

� �
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	§���

ẋ =
∂H

∂y
, ẏ = −∂H

∂x
,

�Q���
56�
H(x, y)

��������� ����	y�0�����:{�����{±��{h�
x
��{h�

y
��56� � ��
����:5���¡�2Y���
{¥�/���0�:{�|)�����/�1�6���/�����

dH

dt
=
∂H

∂x
ẋ+

∂H

∂y
ẏ = 0,

�6�������¨�0� � �
�4
���5 � ���Q�:} H ��56�¨���������/�1���t�/�����h��¡

� �¥g�b �Wl:bxq4j��_w�sOf�l �vqno�p
����{�~!��56�:���0�
	��u�0{y�������0�0���\	)�������
	�������

�n��56���6�3�1�uº�{h�z�0{�|������Y�0���1�����
{��
56|1~��:5��0���1���v
��i�����6�:�0�z���0�:{h�n�:}W� � ��56�������0�:{/�����56�:���0�
	�¡

���_®/. ��µ�­ 
������k�i���
A
���Q����	y���1����
��:	y�/�1
��²��56���\�0{

R
2 ��{h� φ(x, y)

���������k�t
.���i�6�
{#���y	y�0{��0	y� �
�

J(φ) =

∫

A

(

∂φ

∂x
− y

)2

+

(

∂φ

∂y
+ x

)2

dA.

$ 2��:5��6�0�:{ ��56�:���0�
	 � φ =
�3��56���0{�|©}���{h
����0�:{ }��:5 ���k����	 �:}¨
�56�i�����`�6��
����0�:{

A
� � ��56�������0�:{/��� Jmin =

º�5��������:5��6�0�:{

��:{h������{����:}4�������k����	-¡ &

2�����}��:�0�0���3�0{�|)��56��������� � ���0�
{��
� ���
φ
	y�0{��0	y���6���

J
¡

� �0���¤}��:5����0�_
��:{����0{����:�h�Q}���{h
����0�:{h�
ψ
�
∫

A

(

∂φ

∂x
− y

)

∂ψ

∂x
+

(

∂φ

∂y
+ x

)

∂ψ

∂y
dA = 0.

� �0�0���
∇2φ = 0

�0{
A,

��{h� ∂φ
∂n

= y
∂x

∂n
− x

∂y

∂n

�:{
∂A.


������k�i�6�
φ
	y�0{��0	��������

J
¡v2����
{-�0���

ψ
�k�!��56������5.��5�~-��{h�

t ∈ R
¡

J(φ) ≤ J(φ+ tψ) = J(φ) + ct+O(t2).
� }
c 6= 0

�����
{c
��:{h�6���z�
56�0{�|
t
�6	����0����{h� �:}¤�:���k�i�6�������6�0|:{ ���

c
�_���\���:����� �/� � �)�#
��:{���5.�1�z��
����0�:{¥¡ ���
{h
��

c = 0
¡

4¤�z�
c =


����
¹y
��0�
{��Y�:}
t
�0{
J(φ+ tψ) = 2× �0{����
|:5.���¥�������������0{ � �0����¡v¦��:5¤56� � �
5��6�²�0	����0��
������0�:{){��1���²���/���Y���/�1�z5.������
���
56	§���

t2
∫

|∇ψ|2 dA ¡¦��:5 � �0�0���¤{��1���¨���/��� � �0���¤���
∫

A

[

∂

∂x

(

ψ

(

∂φ

∂x
− y

))

+
∂

∂y

(

ψ

(

∂φ

∂y
+ x

))

− ψ∇2φ

]

dA

=

∫

∂A
ψ

(

∂φ

∂x
− y

)

dy − ψ

(

∂φ

∂y
+ x

)

dx−
∫

A
ψ∇2φdA.
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���
{h
��:�k���Y�������:�z���0	\��	

∇2φ = 0
�0{
A

��{h� (∂φ
∂x

− y

)

dy

ds
= ψ

(

∂φ

∂y
+ x

)

dx

ds

�Q����
.��
���{-�k�¨���z�Q�0{#������}��:56	 �����������S¡

� � � 	 � N �!P�V3Z �kUWV �tV ��[ � � �nU�� 	.Z�	 � � 	�P � �
� � � � �	� � �
���cV3Z �kU �²NYT 	�Z � N 
�	 � X � � U 	.Z��
P 	 � � �
�4´/¯ . ´�� ��¯�´	��µ¬­�. � 2Y������������� � ��
����:5 x �:}u����~z�����
	 �:�k��~z�

ẋ = f(x, t, u), x, f ∈ R
n,

�Q���
56�
u
����� *i´k«� �¯�´kµn�3����
.�±���\��56��}�56�
�!��� 
.�����i�����6��� ����
��²���

u(t) ∈ Uf (x(t), t)
�/�������������:}��x­�® "�ª ��µ�­-
��:{���56�:���

�Q����
.�)	��
~��z�
�k�
{h�)�:{
x
��{h�

t
¡ �c���/� � �����\
.�����i��� u �0{ �6�h
.� ���Y�
~)�1�v���!	������0	������ � �:5¤	y�0{��0	y���6�������:	�� ��|����0{ �}���{h
����0�:{

∫ T

0
h(x, t, u) dt, h(x, t, u) ∈ R.

4¤�:��{h�h��5�~ 
��:{h�z�����0�:{h� � ��~�����
����0��~ x(0)
|:� � �
{ � T ��{h�

x(T )
	)�
~ �k�1��� �k� |:� � �
{¥�v�:5 T ºz����� ���z�

x(T )
}�56�
�:���:5

x(T )
ºz�����©���z�

T
}�56�
�:�n���.
1¡�³3¡£|�¡��0}

x(T )
���!|:� � �
{¥� T ���!}�56�
�#��{h�

h = 1
�����/� � �-�-	y�0{��0	���	 ���0	y�)
��:{���56�:�¢�

∫ T
0 h dt = T =

���0	y�����y|:���3�k�������
�
{��6�k��
��0º����-�
{h�-�����������
¡

��¯�´ *:­��(�4¯�­�� ��´k«  �¯ +W® �Wª¬« � ® �4ª�. �(. �¨¯�ª¬«(*�ª ��µ�­�� � {���56���z�h
���� � ��
����:5 p ∈ R
n ��{h�-�z�
º�{��

H0(x, t, u, p) = h(x, t, u) + pf(x, t, u) ≡ h(x, t, u) +
∑

i

pifi(x, t, u).

� 2Y��� ����56��� ����	y�0�����:{�����{ �.¡·� �¥���
u0(x, t, p)

�k�\����� � ���0���y�:} u �0{ Uf (x, t)
���/����	������0	y���6���

H0(x, t, u, p)
�4��{h�?�0���

����� �#®/.cª¬µ  �´W«�ª�®h«

H(x, t, p) = max {H0(x, t, u, p) : u ∈ Uf (x, t)} = H0(x, t, u0(x, t, p), p).
� ¼ � �

2Y���
{#�����¨�:�z���0	����¥��5.� ����
����:5�~#���3}��:��{h�#��~ �6�:� � �0{�|

ẋ = f(x, y, u0(x, t, p)) =
∂H

∂p

� �0}�	)���)���3���6�����0{����/�
,

ṗ = −∂H
∂x

� ��~z�����
	 �:}
2n

���z� 2 �.���k�6��� ����
��Q���
� ���������¨|:� � �
{ � ���0�����:} x(0)

�
� �0���¤|:� � �
{ � ���0�����:} x(T )

���:5
p(T ) = 0

�0}
x(T )

���Y}�56�
�:�
� �0�0���¤|:� � �
{ � ���0���t�:} T ���:5 H = 0

���
T
�0}
T
����}�56�
�:¡

� 9



���������
	�������
������������������ �������! #"���$ %/%�')(-* %�+ ����
.�/���
�0	��1�32��
56	8719:9:;

(-´  �­�"
� ��� � ��{-56�
�����1
���	������Q�����#	��0{)����56�:��|:���:�z��¡
� �0���

p
���3
����0�0��� �����t�z�/��� � ��56�������0� � ��
����:5
�W�1�����:�0{����/
��1�`���������:¡

���_®/. ��µ�­ 
������k�i���
x ∈ R

�
ẍ = u

�k��{h�
u
���Y56������56��
���������~ −1 ≤ u ≤ 1

�k��{h�#}�56�:	 �6�:	y���0{����������4����������~i�:�-�/� � ����y56���1
.�
x(T ) = 0

�0{#	y�0{��0	���	»���0	y�
T
¡�2u���:�¨��������������� � ��
����:53�����k�

(

x1

x2

)

=

(

x
ẋ

)

,

�6���������z�0�W�
56�
{��������4�����/�����0�:{h�²��56�

ẋ1 = x2,

ẋ2 = u,

�¢¡£�:¡
f =

(

x2

u

)

.

�c���3��{��Y���y	y�0{��0	y���6�
T =

∫ T

0
1 dt,

���������:�
h = 1,

��{h� ���¨�/� � �
(x1, x2) =

{

(x0, ẋ0)
�1�
t = 0,

(0, 0)
�1�
t = T.

2Y���
{
H0 = h+ pf = 1 + p1x2 + p2u,

�Q���
56�
p1
�
p2
��56�t
��:{ ����|����������

x1
��{h�

x2
56�����k��
���� � �
��~i¡ ���
{h
��

H = minH0 = 1 + p1x2 − |p2|, u0 = − ���0|:{ (p2).

2Y���
{

ṗ1 = −∂H
∂x1

= 0,

ṗ2 = −∂H
∂x2

= −p1.

�c�t���056���1��~-���
�¨���/���
� �i���������:�z���0	����S��5.� ����
����:5�~ �Q�0�0�_�h���

u = ±1
�:{���~ � ���/��{�|1�x�/��{�|��!
��:{���56�:�¢¡

� �k�
u

.�/��{�|:���4�k�������
�
{ ±1

®	 . ´�"  �´W«(*:­²�:{¨�����v�:�z���0	����i��5.� ����
����:5�~ � ���0{h
��
p2
	y�:{��1���:{���
���{h�

u0 = − ���0|:{ (p2)
��¡

�&�/�����z�������������3	y����{#�0{ �����t���/�1����������{�� 	

��¼
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��
 ��� �  � � 
(�&��
 � �&�(' u = −1

x

ẋ

��
 ��� �  � � 
(�&��
 � �&�(' u = +1

ẋ

x

,�}����
5������¨º�5����Q���3���.
.�¥������	��h���Y�k�¨�:{#�:{��¨�:}4�������h��56���/�����h�
¡�2������6�t��56��
����0�0���)���������Q���.
.���0{�|y�0��
��h��¡ �Q�
{h
������
	\�h���3}��:�0�0��� �:{��t}e��	y�0��~)��{����0�¥���¨�����3���������Q���.
.���0{�|y�0��
��h����{h� �����¨�1�����
5Q��{����0�

x = ẋ = 0
¡

������� " u = −1

x

������� " u = +1

ẋ

2Y�����������������`���0	y�²�:�z���0	���� �²
��:{���56�:�¢¡ � � ��{#�������\º�{h�
p1
��{h�

p2
���.
���~��h���0{�|������²�k�:��{h�h��5�~ 
��:{h�z�����0�:{h���h���z���h�6�0{�|

� �i�Y��{h� � �k�Y��{h� ���������/�1����������{��t���Y���1���0�
5
¡·�

(-´  �­
u
�z������{��1� � ��5�~\
��:{����0{����:�h�6��~\�:{\�����Y�:�z���0	)������5.� ����
����:5�~i¡�2Y���
56�Y�����²�z����
��:{����0{�������~\�0{ ẍ �3���
56� u 
.�/��{�|:����6�0|:{¥¡ � {����:	����������0��
������0�:{h�

u
	��
~){��1�Q�k�t��56����� � ��56�������0�t�:5 � ��
����:5²�������0�¢�h�:¡£|�¡v�6�:��{h�#�0{h�����������0�:{ � ���k����5��-���¤����k�������0�����:}����
~i�
5����:}¤�z�0�k�
56�
{��t	������
56�������¨�6��� ����
��¨���-
��:{h����5.���0{��.�t�:{����
�0|:�����¥������
.��{���������
��i�����4�6�-�1����� 	��0{��0	y�����

�6�:��{h�-
��:	y�0{�|�����56�:��|:�¥¡�2������3���Y�:�z���0	����4
��:{���56�:�

t → x,

u → �Q�/���3	)�����
56�����_�h���������
x,��������� → �z���6�����1
��
	y�
{���������56���6�����
x

� ���0���1���6��	y��� ∝ eiωt ��¡ � �:{h�6�������
{�����~ �¤�������:����� ��56� � ������� ���:{���5�~���|:�0{ �������0	���	 �n56�0{h
��0���0� � ��¡ �c¡ ��¡·����~ �
	���������� {��1�²�1�6�6��	y�0{�|�
��:{����0{�������~#�0{

u
¡
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� �¨¯�´¥´ ����� � � +  �4­ .c­  �4´ � �(" �4®/µ¬µ!+ �!´k¯
�3" � ¦��05����3���¨��56� � �¨������}��:�0�0���Q�0{�|�v­�. . ®�
������k�i���

g(y, z) = max{f(x, y, z) : x ∈ X(y)} = f(x0(y, z), y, z), x0(y, z) ∈ X(y).

2Y���
{
∂g

∂z
(y, z) =

∂f

∂z
(x0(y, z), y, z).

��¯�´¥´�� � }
f
���3�z�0�W�
56�
{����������0�

∂g

∂z
(y, z) =

∂f

∂z
(x0(y, z), y, z) +

∂f

∂x
(x0(y, z), y, z)

∂x0(y, z)

∂z
.

4¤�z�
x0

�z�
º�{���� ���y�k��	������0	���	»�0	����0�0�������/���

∂f

∂x
(x0(y, z), y, z) = 0.

4¤�z�3�������3�0{������/���0����~ ���:�����3� � �
{-�0} f ���3{��1�Q�z�0�W�
56�
{����������0�t�0{ x ¡ � �¨�/� � �

f(x0(y, z), y, z
′) ≤ g(y, z′)

�Q�����������/���0����~����
z = z′

¡ �Q�
{h
��t�����
z′
�z�
56� � ����� � ���¨��56�t�����/���u��� z = z′

�k�¢¡£�:¡������!56�������056���±56����������¡Q2��������z�
�k�
{h���
�:{

z
�k�
�0{�|��0{��������0{����
56�0�:5Y�:}_�����¨�����Y� � �
5��3����
.� f ���Y�z�
º�{����-��{h�)�:{ f � g �k�
�0{�|��z�0�W�
56�
{����������0�¨�0{ z ¡ � �3�z������{��1��z�
�k�
{h�-�:{±��{�~ �z�0�W�
56�
{����������0�0����~-�0{

x
�:5
y
¡
�0Q���t��������56� � �¤�����%���:{���5�~���|:�0{�	������0	���	 ��56�0{h
��0���0�����¤�/� � �¤�����6����� ���/���u�����
56�Y���u�

p
�z�
º�{������:{��������:�z���0	����

��5.� ����
����:5�~����h
.�-���/���
� ���������¨�:�z���0	����4
��:{���56�:�

u
��������� � ���0����	������0	y���6�0{�| H �

� �0���
ṗ = −∂H

∂x

�:{#�������:�z���0	����¥��5.� ����
����:5�~ �
� �0�����������k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h�Q���:���S¡

� �
º�{��
F (ξ, τ) = sup

∫ T

τ
h(x, t, u) dt

������5����0{�|�}�56�:	
x(τ) = ξ,

� �6��� ����
��¤���
ẋ = f

�
u ∈ Uf (x, t)

���.
1¡·��¡�2����
{
F (x(0), 0)

���������Q56�������056����	������0	���	-¡ ,²������	y�
f
�
h
��56��
��:{����0{����:�h�

�0{
(x, t)

��{h�
F
���
C1 ¡ �c�t��56��|:�:�0{�|������������ ���/���

p = Fx
� �¢¡£�:¡

pi = ∂F/∂xi
�����Y�����¨56�������056���-}���{h
����0�:{¥¡

¦�56�:	 �������k�:�0{��
(x, t)

�:{����k�i���6�0���0�y
��:{���56�:�����²���#���:���
u

��:{h������{�� � �6�:	y� � ���0�����0{ Uf (x, t)

�Q}��:5���	)���0�����0	��
δ
�k��{h�#�����
{±��������~ �������:�z���0	)���4
��:{���56�:�4}�56�:	 �Q���
56�¨~i�:��56���1
.�

(x1, t+ δ)
¡ �Q�
56�

x1 = x+ f(x, t, u)δ + o(δ)
�/�6�

h(x, t, u)δ + o(δ) + F (x1, t+ δ) ≤ F (x, t)
¡�
����z��5.�1
��

F (x, t)
���z� � ���z�t��~ δ ��{h� �0��� δ → 0 �

h(x, t, u) + Fx(x, t)f(x, t, u) + Ft ≤ 0,
� ¼ � �

}��:5����0�
u ∈ Uf (x, t)

¡ � �¢¡£�:¡

h(x, t, u) +
∑

i

∂F

∂xi
fi + Ft ≤ 0.

� ;
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� }����¨�0{����
|:5.�����¨�������3�0{������/���0����~±���0�:{�|���{�~)}����1�6�0���0����5.� ����
����:5�~ � �:�z���0	����_�:53{��1�����¤�¨�/� � �

∫ T

0
h(x, t, u) dt+ F (x(T ), T ) − F (x(0), 0) ≤ 0,

�¢¡£�:¡
∫ T

0
h(x, t, u) dt ≤ F (x(0), 0).

� �3�
	y�
	\�k�
5
h ≥ 0

¡·�82Y�����������/�����0�:{&�����6� 
��0����56��~ }��:�0�0���Q��}�56�:	 �������z�
º�{������0�:{O�:}
F
�3�6�0{h
��

F (x(0), 0)
���y�����

�6����56�
	���	 �:}��������0�
}��6�x�/��{h�©�6���z��� � �
5\���0���k�i���6�0���0�)
��:{���56�:����¡ �Q����� � �
5
�4�������!�z�
º�{������0�:{ �:} F 	y����{h�¨���/���!�����
56�
��56��
��:{���56�:�������/���¤|:���3��56������5.��56�0��~)
��0�i�6�²�0{����������0{������/���0����~i¡�¦��:5¤�6�0	y���0��
�����~i�h�1������	y�������/���0����~����¤®	  �®hª¬«4­���}��:5��6�:	y�
�:�z���0	)���Q
��:{���56�:�¢¡&2Y���
{¥�¤}��:5y�����-�:�z���0	)���Y��5.� ����
����:5�~i�Y�����/���0����~H���:�������0{ � ¼ � �\}��:5)���0	y�i���)���0�

t
�3��{h� ��|����0{ }��:5

�6�0	y���0��
�����~-�1���6��	y�¨���3���:�����3� � �
5�~��Q���
56�:¡ 
�� � ¼ � ���.�
~z�

H0(x, t, u, Fx(x, t)) + Ft(x, t) ≤ 0,

}��:5����0�
u
�/�3�����±�����/���0����~�}��:53�����!�:�z���0	)���4��5.� ����
����:5�~i¡ �Q�
{h
��t�����!�:�z���0	�����
��:{���56�:���z�����²	������0	y���6�

H0
}��:5

p = Fx$ � ���¤���3�.��������º�����&x�S��{h�)���!�����������
�����/���Y������	)�����0	y������� � ���0���t���

H(x, t, Fx(x, t)) = −Ft(x, t).
� ¼ � �

0���� �1�6�6��	y�����/���
H
���
C1 ��{h� F ���

C2 ¡v24�y�z�
56� � �¨����� ṗ �����/�����0�:{¥�/º�5����Q{��1���¨���/���Q��~ � ¼ � �

H0(x, t, u0(x, t, p), p
′) ≤ H(x, t, p′),

�Q�����-�����/���0����~-���
p′ = p

¡����
{h
�� � ��~������t��56� � �0�:�h� �_�
	y	��i������� p′ �`�z�
56� � ����� � ���Q	��h������|:56�
�!��� p �/�6�

f(x, t, u0(x, t, p)) = Hp(x, t, p).
� ¼ � �

2Y���
{#�������z�
56� � ����� � �!�:} p ���0�:{�|y�����¨�:�z���0	����¥��5.� ����
����:5�~#���

ṗ =
d

dt
(Fx(x, t)) = Fxt(x, t) + Fxxf(x, t, u0(x, t, Fx)).

4¤�z�Q��~ � ¼ � �

Fxt(x, t) = − ∂

∂x
(H(x, t, Fx))

= −Hx(x, t, Fx) −Hp(x, t, Fx)Fxx

= −Hx(x, t, Fx) − f(x, t, Fx)Fxx

��~ � ¼ � ��¡�
��
ṗ = −Hx(x, t, Fx)

�1�356�������056��� $ � �0�������3���������6º�����&x¡
¦��:5��������k�:��{h�h��5�~�
��:{h�z�����0�:{h�
�¥{��1���!���/���²�0}

x(T )
����}�56�
�!�����
{

F (x, T ) ≡ 0
}��:5����0�

x
�¥���

p = ∂F/∂x = 0
���

T
¡ � }

T
���Y}�56�
�����z�

x(T ) = xT
���Yºz�����S�h�����
{

F (xT , T ) ≡ 0
�/�6�

0 =
∂F

∂t

∣

∣

∣

∣

T

= −H(T )

��~ � ¼ � ��¡�
�� � �0�0���¤���3�.��������º����S¡

� �



���������
	�������
������������������ �������! #"���$ %/%�')(-* %�+ ����
.�/���
�0	��1�32��
56	8719:9:;

(-´  �­ � }�	����)���356�
�����1
����#��~ 	y�0{¥�/���0�_�0{������/���0�����0���²��56��56� � �
5��6������{h�#����� ����56���:} �����3�����0�0� ¶ �\¡

� f/w �Wl:bxq4j�p ��b�� q4r¨l �vf �t^�� ^ ��^¤l1qOq¥l �vf/g �Sgif/�¥p#q4r!s �Wl �vf/s �Sl:b ��p
�!®/µ�* ��µ��("y´�� �z®h¯�ª�®  �ª¬´k«("

������k�i�6���¤���3��{��3����	������0	������

∫ T

0
h(t, x, ẋ) dt,

�6��� ����
��Q���
∫ T

0
f(t, x, ẋ) dt = c,

�Q�����
T
�
x(0)

�S��{h�
x(T )

ºz�����S¡²2���}��:56	\���������t����������56�:���0�
	 �1����{±�:�z���0	�����
��:{���56�:�u��56�:���0�
	-�/�����:�
ẋ = u

�1�Q�����

��:{���56�:����{h�#�0���

x1 = x
�
x2 =

∫ t
0 f(τ, x, ẋ) dτ

¡�2����
{

ẋ1 = ẋ = u,

ẋ2 = f(t, x1, u),

��{h� ���¨{��
��� ����|:����}�56�:	
(

x(0)
0

) ��� ( x(T )
c

)

.

�c�¨�/� � �
H0 = h(t, x1, u) + p1u+ p2f(t, x1, u).

� �Q���Y	������0	�������� ��~
u
�6�h
.�#���/���

∂h

∂u
+ p1 + p2

∂f

∂u
= 0.

2Y���
pi
�:�k��~

dp1

dt
= −∂H

∂x1
= − ∂h

∂x1
− p2

∂f

∂x1
,

� 719i�

dp2

dt
= −∂H

∂x2
= 0.

� 7 ¼ �


���}�56�:	 � 7 ¼ �
p2
����
��:{h������{����¥��{h���0}u�¤�!
����0����� −λ �/�����
{ � 719i�Y��� � �:{������h���������z���0{�|)}��:5

p1 = −
(

∂h
∂u − λ∂f

∂u

) �3�����
u = ẋ1 = ẋ

�
d

dt

(

∂h

∂ẋ
− λ

∂f

∂ẋ

)

=
∂h

∂x
− λ

∂f

∂x
,

�����t³����0�
5�� ����|:5.��{�|:�!�����/�����0�:{#�Q����� �4��|:5.��{�|:�t	��������0���0�0�
5
λ
¡

' ���
´kª¬«  "y´ �3µeª¬«4­�®�¯ � * � "

������k�i�6���¤���3��{��3������{���� �Q���������
5

y′′ + αy′ + βy = b(x),

y(0) = a, y′(1) = c,

� �
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�/�1���\�6�:�0�z���0�:{¥¡ ¶ {��¨�Y�
~)���yº�{h� �:�z�Q���Y����	y�0{��0	������

∫ 1

0

1

2

(

y′′ + αy′ + βy − b
)2
dx

�6��� ����
��Q���
y(0) = a

�
y′(1) = c

�/��{h�-�6�
�¨�0}�������	y�0{��0	���	»����9�¡ �3�
|���5��
y′′

�1�������t
��:{���56�:�
u �

d

dx

(

y
y′

)

=

(

y′

u

)

.

�c�¨º�{h�
H0 =

1

2

(

u+ αy′ + βy − b
)2

+ py′ + qu,

�Q���
56�
p
��{h�

q
��56�t
��:{ ����|������ � ��56�������0���3��� y ��{h� y′ 56�����k��
���� � �
��~i¡¤2Y���¨�k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h�²��56�

y′(0)
}�56�
� ⇒ q(0) = 0,

y(1)
}�56�
� ⇒ p(1) = 0.

0����
H0

���Y	y�0{��0	y���6���-���
u+ αy′ + βy − b+ q = 0.

� 7:7:�
���
{h
��

H =
q2

2
+ py′ + q(q − αy′ − βy + b) = py′ − q2

2
− q(αy′ + βy − b).

2Y���t
��:{ ����|������ � ��56�������0��� p ��{h� q ���������6}�~

p′ = −∂H
∂y

= qβ,

q′ = −∂H
∂y′

= −p+ αq.


��
q′′ − (αq)′ = −p′ = −βq,

�¢¡£�:¡
q
�:�k��~z�Y�����!�1�����:�0{��²�z�0�k�
56�
{��������4�����/�����0�:{���{h�#�k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h��¡

,Q���6����}��:5���{�~
q1
�.��������}�~��0{�| �1�����:�0{�����56�:���0�
	-�

∫ 1

0
(αy′ + βy + u)q1 dx =

[

y′q1 + yp1

]

= 0,

��~ ��56�0	���5�~-��{h���1�����:�0{��Q�k�:��{h�h��5�~�
��:{h�z�����0�:{h��¡%
�� � 7:7:�

b = (αy′ + βy + u) + q,

���Q�1
����/���0��~ �����¨�:5������:|:�:{/�����z��
��:	y�k�i�6�����0�:{��:}
b(x)

�1�
q(x)

�6�:� � �0{�|������!�1�����:�0{�� +(y′′ + αy′ + βy)
�:5������:|:�:{/���_���

�����t�6�/�1
����:}u�1�����:�0{��²�6�:�0�z���0�:{h��¡
0Q���t�
��56�0	���5�~ ��56�:���0�
	§�/�1�Q���6�:�0�z���0�:{ ⇔ q = 0

� 7:7:� ⇔ b
���3�:5������:|:�:{/���_�����������6�/�1
����:}n�1�����:�0{����6�:�0�z���0�:{h�

.

� �
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$_ªe«�����µ�®h¯ *:´W«� �¯�´kµ ��¯�´���µ�­�. "
2Y���t�z�
56� � �����0�:{-�:}���������� � �1���6��	y���
� ¼ �3�����y�z�
56� � ����� � ���¨�:} H �

f
��������� � 
��:	y�����0	y���²������~��z�:{32 ���_���z���:}����
{?���/���¨�������h���!���¨�����:�����������k�:�0{��.�
�_�:5��:{ ����Q���.
.���0{�|��0��
��h���W��{h�#{���|:56�������/��56	 ��


���5���¡

� 7:���������:�z���0	���	 56�
��56�����
{���������~
f
���Q���6�����0{����S¡�2������3
���{�}e���0�¢��� � �
{-�0} u �����:��� � ���0�����Q�0{���
��0�i�������������h���.
1¡

³3¡£|�¡n�6�����k�i���Y���Y�/� � � ẍ = u
� −1 ≤ u ≤ 1

����{h�������3��{��n����
��:{���56�:�������3���������Y���
x(T ) = 0

�
ẋ(T ) = 0

	y�0{��0	y���6�0{�|
∫ T

0
|u| dt.


����Q���±�1�Y�k�
}��:56�
H0 = |u| + p1x2 + p2u,

��{h�#{���� 	y�0{��0	\��	
H0

��


���5����Q���
{
�0}
p2 > 1, u0 = −1,�0}
p2 = 1, u0 ∈ [−1, 0]�0} |p2| < 1, u0 = 0,�0}

p2 = −1, u0 ∈ [0, 1],�0}
p2 < −1, u0 = 1.

���
{h
��

H = minH0 =







p1x2
�0} |p2| ≤ 1,

p1x2 + 1 − p2u
�0}
p2 > 1,

p1x2 + 1 + p2u
�0}
p2 < −1.

2Y���
{

ṗ1 = −∂H
∂x1

= 0,

ṗ2 = −∂H
∂x2

= −p1.

p2
���3�����0�0�_	��:{��1���:{���
1¡v2��������/�1�6��������{��t�6�:���.
.���0{�|���� ¶ �C�1�Y}e��5��1�

� �
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��
 ��� �  � � 
(�&��
 � �&�(' u = −1

x

ẋ

��
 ��� �  � � 
(�&��
 � �&�(' u = +1

ẋ

x

��
 ��� �  � � 
(�&��
 � �&�(' u = 0

ẋ

x

���z�¨�y�z�0¹y
�������~±��56������� � ¦�56�:	 A
�¤�!
���{�56���1
.�

O
��~ � ��������~ u = +1

}��:5����6	����0�¥���0	��
ε
�S��}����
53���/���Q����� � �
�0��
�����~

ẋ = ε
��{h�?�¤�y���Q���.
.� �:� �

u = 0
����{h���3������¡��&���
{

x
56���1
.����� −ε2/2 �¤����������~ u = −1

}��:5����0	��
ε
��{h�?56���1
.�

(0, 0)
¡�2Y���
{

∫ T

0
|u| = 2ε.


��y���Q���Q��56������5.��56�0��~-�6	����0�¢�����z� *:®h«�«4´/ t�k���z�:{��¨�3�����
∫ T

0
|u| = 0.

� �
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ẋ

xA O

¶ �����
53���0{h���Y�:}u�6�0{�|:������56����~-
���{±�����6����


���5
¡

� �
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< =?>)@!ACB�=?D E � FHGJI E �

� 	.T �nZ �
X!Z\P�� 	.VYZ	��
���N3Z�� 	�V3Z��

������k�i�6�

L[u]
���3�!�0�0{�����5Y�z�0�W�
56�
{��������¥�:�k�
5.�����:5Y�:}_�:5��z�
5

k
�3����� 56�����¥
����
¹�
��0�
{��.�Q��{h���Q�����#
����
¹y
��0�
{��3�:}

dku/dxk�:{��t�6�0|:{¥�k��{h� �Q�����#���.�Y�k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h�Q}��:56	��Q�\�6�
�0}����1�����:�0{��²�z�0�W�
56�
{��������_�:�k�
5.�����:5
�k�¢¡£�:¡n�0}
u
��{h�

v
��56�����1
.�

56��������{h� �:�k��~)�������k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h�3�����
{

〈v, L[u]〉 = 〈L[v], u〉.
0��1���:���������¤56�������056���¤{��1� ���h���

L = L∗ ���z�¤�����¨�1�����:�0{��Y	��h���¤�/� � ���������.��	y���k�:��{h�h��5�~)
��:{h�z�����0�:{h�3�1�v�����²��56�0	���5�~i¡³3¡£|�¡
L[u] = (pu′)′ + qu

�Q�����
u(0) = u(1) = 0,

�:5
L[u] = u′′′′

�Q�����
u(0) = u′(0) = u′′(1) = u′′′(1) = 0,

� 
�����	��k�����x}�56�
���k�
{h�z�0{�|��k����	)��¡
∫ 1

0
vu′′′′ dx =

[

vu′′′ − v′u′′ + v′′u′ − v′′′u
]1

0
+

∫ 1

0
v′′′′u dx

¦��05����Q���������
56	�� � ��{������?��� ¼ �k��
����h�6�!�:} u ��{h�±����9��k��
����h���\��� v ¡�
���
��:{h�-���¤�y���
56	�� � ��{����6�?��� ¼ �k��
����h�6�!�:} v��{h�����²9��k��
����h�6�����
u
¡

2����
{#�¤���.�
~
λ
���Q��{-�
�0|:�
{ � ���0���t�:} L �0}

L[u] = λu
�/�1��{��:{z���
�
56�#���:�0�z���0�:{h�

u
� �:�k��~��0{�|��������k�:��{h�h��5�~±
��:{h�z�����0�:{h����¡ 
��h
.�±}���{h
����0�:{h�

u
��56��
����0�0���±�
�0|:�
{�}���{h
����0�:{h��}��:5

λ
¡

��®/"�ª�* ��¯�´��n­�¯  �ª�­�"
� ¼ � ,Q�0�S�������
�0|:�
{ � ���0�����²��56��56�����¢�k��{h� ������~#}��:56	§�����������
{h
��

λn
���h
.�#���/��� |λn| → ∞ �1�

n→ ∞ ¡
� 7:� � }

L[u1] = λ1u1
��{h�

L[u2] = λ2u2
��{h�

λ1 6= λ2
�����
{

〈u1, u2〉 = 0 i.e.

∫

u1u2 dx = 0.

� ;i�Q¦h�:5²���1
.���
�0|:�
{ � ���0��� λ �¥
.�����i�6�y��{±�:5������:{��:56	����u�/�1�6���²�:}n�������
�0|:�
{h�6�/�1
��:�4�������t�����
{��/� � �y�����������
{h
�� λ1
�

λ2, . . .
��{h��
��:5656���6�k�:{h�z�0{�|��:5������:|:�:{/���

u1
�
u2, . . .

�3���
56���0}������
λ
�x�
�0|:�
{h�6�/�1
��Y�/�1�n�z�0	y�
{h�6�0�:{

k
�����
{

λ
��


���5��

k
���0	������0{#�����t�6�������
{h
��

(λi)
¡ � }

u
���
Ck ��{h�#�:�k��~z�Y�������k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h�3�����
{

u =
∑

cnun
�3���
56�

cn = 〈un, u〉.

��¯�´¥´�� " 
��:	y�t��56�¨�
�0�
	��
{�����5�~i�/���:	����z�
�k�
{h�#�:{ ���0�0�k�
5��6� 
�
.��	y�����Q�����
�:5�~ }��:5Q�6�
�0}����1�����:�0{����:�
56{��
���
¡

� 9
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λ̄〈u, u〉 = 〈λu, u〉 = 〈L[u], u〉 = 〈u,L[u]〉 = 〈u, λu〉 = λ〈u, u〉.

��0{h
�� 〈u, u〉 6= 0

�¤�¨	\�h���3�/� � � λ = λ̄
�h�¢¡£�:¡

λ
���Y56�����¢¡

� 7:�
λ1〈u1, u2〉 = 〈λ1u1, u2〉 = 〈L[u1], u2〉 = 〈u1, L[u2]〉 = 〈u1, λ2u2〉 = λ2〈u1, u2〉.


��0{h
��
λ1 6= λ2

�¤�¨	\�h���3�/� � � 〈u1, u2〉 = 0
¡


��0{h
��t�����t�
�0|:�
{ � ���0����� λ ��56�t56�����¢�/�¤�t
���{�
.�����i���!�
�0|:�
{�}���{h
����0�:{h� u �6�h
.�-���/��� L[u] = λu
�����k�t56������� � ���0�����S¡%�c��h�6�/���0��~-�z�\�������
�h���z�3�¤���Q�0�0�¥�356�����¨�����¨}��:56	\�������¨�����k� � ���0���#�0{-|:�
{��
5.���¢¡2���� ­ �4ª�") �­�«(*:­��:}3�
�0|:�
{�}���{h
����0�:{h����{h�©	y�i�����1�����
5\��56�:�k�
5����0���y��56� �6�����3{ ��~c��5.��{h��}��:56	y�0{�|������)���z�)���?��{

�0{����
|:5.���4�����/�����0�:{���{h�#�h�6�0{�|������ �Q�0�0�k�
5��6� 
�
.��	y�����Q�����
�:5�~#�:}��0{����
|:5.���4�����/�����0�:{h�3�3�������6�
�0}����1�����:�0{����:�
56{��
���
¡

� �  �µ¬ª¬«4­ ¦��05������¤
.�����i�������:	��
c
�v56�����Q«4´  ���{ �
�0|:�
{ � ���0���:¡H2����
{ �����-��~z�����
	

L[u] − cu = 0
�
u
�:�k��~��0{�|������

�k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h�Q�/�1�3�:{���~)�����t���:�0�z���0�:{
u = 0

¡�
���� �²56�
�
{32 �3}���{h
����0�:{
Gc

���������.�Q�6�h
.�#���/���

L[u] − cu = f,

u
�:�k��~z�Y�������k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h�

�/�1�Y�����t���:�0�z���0�:{
u(x) =

∫ 1

0
Gc(x, y)f(y) dy

�Q����
.�H�¤�-�356�������1�
u = Gc[f ]

¡ 2Y���
{ �������
Gc

��� ")+�. .c­  �¯�ª�*?56�����Q�:�
56{��
�¢¡ �¥���
f1
�
f2

�k����{�~H
��:{����0{����:�h�
}���{h
����0�:{h�²��{h�

ui = Gc[fi]
�h�6�

ui
�:�k��~)�������k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h�²��{h�

L[ui] − cui = fi
¡v2����
{

〈L[u1], u2〉 = 〈u1, L[u2]〉,
�¢¡£�:¡

〈cu1 + f1, u2〉 = 〈u1, cu2 + f2〉.
,Q}����
5Q
���{h
��
�0�0�0{�|

c〈u1, u2〉
���t��56���0�
}��3�3�����

〈f1, Gc[f2]〉 = 〈Gc[f1], f2〉,
�¢¡£�:¡

∫ ∫

f1(x)f2(y)Gc(x, y) dy dx =

∫ ∫

f2(x)f1(y)Gc(x, y) dy dx =

∫ ∫

f1(x)f2(y)Gc(y, x) dx dy.

2Y�����Q���:������}��:5²���0��
��:{����0{����:�h�²}���{h
����0�:{h�
f1
�
f2
�6�
Gc(x, y) = Gc(y, x)

¡ �Q�
{h
�� �Q�0�0�k�
5��6� 
�
.��	������������
�:5�~±�������0�0���
���
Gc

��{h� ���Q�/�1�3�z����
�56�����!
.�/��5.�1
����
56��������
 � ���0����� µn
� |µn| → ∞ �k��{h� ������
.�/��5.�1
����
56��������
t�����/�����0�:{

u = µGc[u],

�/�1�²�\º�{��������`�z�0	y�
{h�6�0�:{/����
.�/��5.�1
����
56��������
��6�/�1
��:¡ 4¤�z�
u = µGc[u] = Gc[µu]

�0}n��{h�-�:{���~#�0}
u
�:�k��~z�3�����t�k�:��{h�h��5�~


��:{h�z�����0�:{h����{h�
L[u]− cu = µu

�z�¢¡£�:¡
L[u] = (µ+ c)u = λu

¡�
��������¨
.�/��5.�1
����
56��������
 � ���0����� µn
�:}
Gc

��56���0{ ¼ ��� ¼

��:5656���6�k�:{h�z�
{h
��t�Q�����#�
�0|:�
{ � ���0����� λn = µn + c

�:}4���������z�t��~z�����
	-�k��{h� �����¨�
�0|:�
{h�6�/�1
����²��56��º�{��������`�z�0	y�
{h�6�0�:{/���¢¡

�z¼
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�!´W«(") �¯ �(*� �ª¬´k«H´ �Y® *:´�. ��µ�­  �­�" +�") �­�. ´ �Y­�ª �k­�« ��®hµ��4­�"�®h«��H­�ª �k­�«(� ��«(*� �ª¬´k«(" ,Q565.��{�|:�¨�����¨�
�0|:�
{ � ���0�����3�0{�0{h
�56���1�6�0{�|\�:5��z�
5��:} |λ| ¡ � }W����� λ �x�
�0|:�
{h�6�/�1
����/�1�¤�z�0	y�
{h�6�0�:{ d ��56�
�k����� λ d ���0	y���v�0{������²�6�������
{h
��:¡v2Y�����v��56���z�h
�������6�������
{h
��
λ1
�
λ2
��¡
¡
¡
¡ � �����i�6�#��{ ´k¯  �4´W«4´/¯ . ®/µ��/�1�6�����:}

d
�
�0|:�
{�}���{h
����0�:{h��}��:5t�����

λ
�x�
�0|:�
{h���/�1
��:�¤��{h�©���z�

�����
	§��{h�z�
56{��������-�����
d
�
{���56�0���

λ �

λ1 λ2 λ3 · · ·
u1 u2 u3 · · ·

2Y���
{#�¤�¨�/� � �

L[ui] = λiui,

〈ui, uj〉 = 0
}��:5

i 6= j,

〈ui, ui〉 = ||ui||2 =

∫ 1

0
|ui(x)|2 dx = 1

� {��:56	)���0���������0�:{k�
.

��� ��®/«("�ª�´k«(" 
������k�i���
u
���
Ck ��{h�#�:�k��~z�Y�������k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h�
¡�2Y���
{

u(x) =

∞
∑

1

anun(x),

�Q���
56�
an = 〈un, u〉,��{h� �����t�6�
56�0���3���Y��{��0}��:56	y��~#
��:{ � �
56|:�
{���¡��¯�´¥´��¨������|����0{H��~ �Q�0�0�k�
5��6� 
�
.��	������y�����
�:5�~i¡ �¥���
f = L[u] − cu

�¤�6�
f
���y
��:{����0{����:�h�)��{h�

u = Gc[f ]
¡ 4¤�z�

���0�0�k�
5��6� 
�
.��	y�����Q�����
�:56�
	 �����
{#���
�0���Y�h�������
56�t���Q����{��0}��:56	���~#
��:{ � �
56|:�
{��������/��{h�6�0�:{

Gc[f ] =
∞
∑

1

〈un, f〉un

µn
,

�3���
56�

〈un, f〉 = 〈un, L[u] − cu〉
= 〈L[un], u〉 − c〈un, u〉
= (λn − c)〈un, u〉
= µn〈un, u〉.

0��1���¨�¤�¨�/� � �t�6�����Q{ ���/���

L[u] − cu = f,
�3�����

u
�:�k��~��0{�|y�������k�:��{h�h��5�~-
��:{h�z�����0�:{h�

�/�1�Q���:�0�z���0�:{

u(x) =

∞
∑

1

〈un, f〉un(x)

λn − c
,

}��:5
c
{��1����{#�
�0|:�
{ � ���0���:¡2������6�\�����/��{h�6�0�:{h�¨������������{h�z�
5��������:�
5¨
��:{h�z�����0�:{h�¨�:{

u
¡ ���
{��
5.���0��~��0}

u
����
��:{����0{����:�h�¨�����
{?�k�:�0{����Q�����y
��:{z�

� �
56|:�
{h
�����¡£�:¡ � } u ∈ L2 �����
{�	y����{-�6���/��56�!
��:{ � �
56|:�
{h
��!�:}��
�0|:�
{�}���{h
����0�:{±�����/��{h���0�:{¥¡
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')¯ *#�4­  + ��®/µ¤­ �_® . ��µ�­
L[u] = −u′′, u(0) = u(1) = 0.

2Y���
{
λn = n2π2 � n ≥ 1

�
un =

√
2 sinnπx

¡n¦h�:��56�0�
5����0{��t�6�
56�0����¡

 -"�­�´�� " �(*#� ­ � ��®/«("�ª�´k«("
� ¼ ��2�����~#�z��}��:53�����¨|:�
{��
5.�����6�
�0}����1�����:�0{�����56�:���0�
	 �3�/����¦h�:��56�0�
5Q�6�
56�0���3�z��}��:5������t����56���.
.�����±����56�0{�|�¡
� 7:��³n{/�����0�t�����1
������
56�0�������:�0�z���0�:{��:}u���:	��¨��56�:���0�
	��
� ;i� �n56� � ���z���!�3�
~)�:}  #��ª¬« �¥ª¬«��?���k�:�z�3��������56�:���0�
	 � 	y���z���Y���.
1¡·�
�
� � ��56� � ���z��� ��®/"�ª�"��0{?�3����
.�?56�
���������?��56�:���0�
	��¨�6�0	y���0�0}�~±�:¡£|�¡��3���
{��6	����0�n�h��	y���0{�| ���¨�1���z���S�4�6	����0�u
.�/��{�|:���

�����k�:��{h�h��5�~�
��:{h�z�����0�:{h���k���.
1¡

� ;
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� � �
� �tVYX�U 	 �nU �#UWN3Z�� �
VYU �
�_���

f ∈ L1(R)
�h�¢¡£�:¡

f : R → C
���Y	y���1�6��5.�����0�!��{h�

||f ||1 =

∫ ∞

−∞
|f(x)| dx ���3º�{������

.

2Y���
{-���.�3¦h�:��56�0�
5Y��5.��{h��}��:56	
f̂ : R → C

���3�z�
º�{����-��~

f̂(k) =

∫ ∞

−∞
f(x)eikx dx.

2Y���
{
|f̂(k)| ≤

∫ ∞

−∞
|f(x)| dx,

�6� ||f̂ ||∞ ≤ ||f ||1
¡u2Y���3¦h�:��56�0�
5u��5.��{h�6}��:56	 �����¨µ¬ª¬«4­�®h¯���
��:{����0{����:�h�v	����\}�56�:	

L1 ��� L∞ ¡ ¶ �����
5n�/�1����
Y��56�:�k�
5����0��� �
� ���
f̂(k)

���3
��:{����0{����:�h�Q�0{
k
��{h� |f̂(k)| → 0

�1�
k → ∞ ¡

� �0��� � }
f1(x) = f(x− a)

�����
{
f̂1(k) = eikaf̂(k)

¡

� �0�0��� � }
f2(x) = f(ax)

�
a 6= 0

�z�����
{
f̂2(k) =

1

|a| f̂
(

k

a

) ¡

� � � � � } f3(x) = xf(x) ∈ L1 �����
{ f̂3
���3�z�0�k�
56�
{����������0�\��{h�

f̂3(k) = −if̂ ′(k) ¡
� � � � } f ���Q���h���:�0�z���
��~�
��:{����0{����:�h�²��{h� f4 = f ′ ∈ L1 �����
{ f̂4(k) = −ikf̂(k)

¡

��¯�´¥´�� " � ��� �3�0�
	���{�{z� �_�
�k���6|:��� �_�
	y	)��¡ � �0���Y��{h� � �0�0������56� � �����¢¡¦��:5 � � � �¤{��
��� �����6����� �z�0�k�
56�
{����������0�:{±��{h�z�
5Y�������0{����
|:5.���4�6�0|:{-��� ¶ ��¡

f̂(k + h) − f̂(k)

h
=

∫ ∞

−∞
f(x)eikx

(

eihx − 1

h

)

dx.

,²�
h→ 0

� eihx − 1

h
→ ix

�/��{h� ∣∣
∣

∣

eihx − 1

h

∣

∣

∣

∣

≤ |x| �h�������¨�/� � �t�z�:	y�0{/�������-
��:{ � �
56|:�
{h
��:�/��� if̂3(k)
¡

¦��:5 � � �¤{��
��� ��� ���h�����0}�~#�0{����
|:5.�����0�:{���~ �/��5��.��¡
∫ b

a
f ′(x)eikx dx =

[

f(x)eikx
]b

a
− ik

∫ b

a
f(x)eikx dx.

�_���
b = bn → +∞ �

a = an → −∞ �S����56�:��|:�c�)�6�������
{h
����:} � ���0�����������Q����
.� f(bn) → 0
$ � }v{��#�6�h
.���6�������
{h
��

���������.�Y�����
{ |f(x)| ≥ ε > 0
}��:5Q���0�_����56|:�

x
��{h�

f 6∈ L1 ¡ &Q2Y���
{ f̂4(k) = −ikf̂(k)
¡

�
« �k­�¯ "�ª�´W« � }
f̂ ∈ L1 ��{h� f ���3
��:{����0{����:�h�²��� x �����
{

f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
f̂ e−ikx dk.

� �
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��¯�´¥´�� � }
f
�
g ∈ L1 �����
{ f(y)g(k)eiky ∈ L1(R)

��{h�)�������0{�|����.�Y�0{����
|:5.���4�0{-�
�������
53�:5��z�
5Y�����6�
�
∫ ∞

−∞
f(y)ĝ(y) dy =

∫ ∞

−∞
f̂(k)g(k) dk.

� 71;i�

�_���

g(k) = gε(k) =
e−ikx−εk2

2π
∈ L1 }��:5

ε > 0.
�_���

ε→ 0
¡v2����
{

ĝε(y) =

∫ ∞

−∞

e−ikx−εk2+iky

2π
dk =

1

2π

√

π

ε
e−(x−y)2/4ε,

� �W�z}u�:} �¨���h���6����{-	y����{
x � ��56����{h
�� 2ε

��¡
[ �h�6� ∫ ∞

−∞
e−αk2+βk dk =

√

π

α
eβ2/4α,

}��:5 �3�
(α) ≥ 0, α 6= 0.

]

,²�
ε→ 0

�������Y���
{h���Y���
δ(x− y)

�1�Q�\�z������56�0���z���0�:{¥¡
¶ { � � 
��:} � 71;i�
∣

∣

∣

∣

∫ ∞

−∞
f(y)ĝε(y) dy − f(x)

∣

∣

∣

∣

≤
∫

|y−x|>δ
|f(y)||ĝε(y)| dy +

∣

∣

∣

∣

∣

∫

|y−x|<δ
(f(y) − f(x))ĝε(y) dy

∣

∣

∣

∣

∣

+ |f(x)|
∣

∣

∣

∣

∣

1 −
∫

|y−x|<δ
ĝε(y) dy

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ||f ||1
e−δ2/4ε

2
√
πε

+ sup {|f(y) − f(x)| : |y − x| ≤ δ} + |f(x)|2C
√
εe−δ2/4ε

√
πδ

< η
}��:5���{�~ ��56���6
�56�0�k���

η
$ � �����i�6�

δ
��	����0�¥�
{��:��|:��}��:5

sup |f(y) − f(x)| : |y − x| ≤ δ
�����k�t�6	����0�¢�z�����
{�
.�����i�6�

ε
�6	����0�_�
{��:��|:�¥¡ &

¶ { � � 
��:} � 71;i�

f̂(k)gε(k) →
f̂(k)e−ikx

2π
,

��{h�-
��:{ � �
56|:�
{h
��!���3�z�:	y�0{/�������-��~ |f̂(k)| ∈ L1 ¡
� 	y�k�:5�����{h
����:}�������� � �#����56|:�)
����1���!�:} f ��56��56�
��56�����
{��������0���1�t�0�0{�����5�
��:	����0{/�����0�:{h� � �0{����
|:5.�����.���:}Y}���{h
����0�:{h�

e−ikx �z�Q����
.�#���Q���Y���1��~������z�0�W�
56�
{����������:¡

�!´W« �W´kµ��  �ª�´k« � }
f
�
g ∈ L1 �����
{ |f(x− y)||g(y)| ∈ L1(R2)

�h���

h(x) =

∫ ∞

−∞
f(x− y)g(y) dy

���������.�3}��:5Q���0	��i���²���0�
x
�����3���Q
����0�0��� ����� *:´W« �k´Wµ��  �ª�´k«©�:}

f
��{h�

g
�z�356���6���
{

h = f ∗ g �/��{h� h ∈ L1 �Q�����
∫ ∞

−∞
|h(x)| dx ≤ ||f ||1||g||1.

,����6�
f(x− y)g(y)eikx ∈ L1(R2)

��{h�-�6�
∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x− y)g(y)eikx dx

)

dy =

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x− y)g(y)eikx dy

)

dx,

� �



���������
	�������
������������������ �������! #"���$ % � ')(-* %	� ����
.�/���
�0	��1�32��
56	8719:9:;
�¢¡£�:¡

∫ ∞

−∞
f̂(k)eikyg(y) dy =

∫ ∞

−∞
h(x)eikx dx,

�¢¡£�:¡
f̂(k)ĝ(k) = ĥ(k)

}��:5Q���0�
k.

(-´  �­�" � �:{ � �
{����0�:{h�Q�z�0�W�
5
¡ � }

f 6∈ L1 ���z� ∫ R

−R
f(x)eikx dx→ f̂(k)

�1�
R→ ∞

���3�h���3���������1�n������¦h�:��56�0�
5���5.��{h��}��:56	J�:}
f
¡ 
��0	y�0����56��~\���Y	��
~\�h�6� � ���h
.��~���56�0{h
��0�/��� � ���0����}��:5�º�{��������6�0{�|:������56�����0����:}

f
¡ � ��56��{��
���z���#�0{-�0{����
56��56���������0�:{±�:}�56���������.�Y�����:��|:�¥¡

'�� ��µ¬ª�*:®  �ª¬´k« % 
��:� � �

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2

�:{
R,

u(x, 0) = u0(x)
|:� � �
{¥� C2 �Q�����

∫ ∞

−∞
|u0| dx

º�{������:�

��{h�������\�6�:�0�z���0�:{?56�������056�������)�k�\¦��:��56�0�
5²��5.��{h��}��:56	������0� � {��)�������¨���²���������0�0���������0{�º�{�����~i¡·� $ �������¨
��:{h�z�h
����0�:{?�0{
��{-�0{�º�{������t�/��5 �

u =
���
	y�k�
5.������56�:¡ &²2����
{

∂û

∂t
= −k2û,

�6�����/���
û(k, t) = e−k2tû(k, 0) = e−k2tû0(k).

2Y���
56�
}��:56�
u(x, t)

���������t
��:{ � �:�0�z���0�:{��:} u0
�Q�����

Et(x)
�Q���
56�

Et(x)
���3���h
.�#���/���

Êt = e−k2t ¡ � { � �
5����0�:{

Et(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−k2te−ikx dk

=
1

2π

√

π

t
e−x2/4t.


��

u(x, t) =

∫ ∞

−∞
u0(y)

e−(x−y)2/4t

2
√
πt

dy.

� {-}e�1
��
Et

�6�:� � ���Y��������56�:���0�
	

∂Et

∂t
=

∂2Et

∂x2

�:{
R,

Et(x, 0) = δ(x),

��{h�#����������}���{h�h��	��
{������4���:�0�z���0�:{¥¡ � �:	��/��56����� �²56�
�
{32 �3}���{h
����0�:{h�
¡¤���:56�¨�:{#�������3{������Y���
56	�¡

� �
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'�� ��µ¬ª�*:®  �ª¬´k«&+ 
��:� � �

∂2u

∂t2
= −∂

4u

∂x4

�:{
R,

u(x, 0)
∂u
∂t (x, 0)

=
=

u0(x)
v0(x)

} �k�1�����6�����k�i�����
C4 ��	�� L1 ¡

$ � �0��5.�����0�:{h�Q�:}n��{-�0{�º�{��������k����	�¡ &Q2����
{
∂2û

∂t2
= −k4û.


��
û(k, t) = û0(k) cos(k2t) +

v̂0(k) sin(k2t)

k2
.

2Y�����6��
���{±��|����0{��k�¨������56�����������1�3
��:{ � �:�0�z���0�:{h� �

u = u0 ∗ f + v0 ∗ g,
�Q�����

f̂(k, t) = cos(k2t), ĝ(k, t) =
sin(k2t)

k2
,

�Q���
56�
f = f(x, t)

�
g = g(x, t)

��{h� �����t
��:{ � �:�0�z���0�:{h�²��56���0{ x ¡ � { � �
5����0{�|

f(x, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
cos(k2t)e−ikx dk

=
1

2π

1

2

(
√

π

(−it)e
(−ix)2/4(−it) +

√

π

(it)
e(−ix)2/4it

)

=
1

4π

√

π

t

(

eiπ/4−ix2/4t +

1¡ 
1¡ )

=
1

2
√
πt

cos

(

π

4
− x2

4t

)

.

$ 0 4 �������3����{��1�Q�0{
L1 ���z�Y�����t{��1���t�������0�0���
¡ & 0���� ∂ĝ

∂t = f̂
¡ ���
{h
��

g(x, t) =

∫ t

0

1

2
√
πτ

cos

(

π

4
− x2

4τ

)

dτ.

�c56�����
ξ = x2/4t

�
y = t/τ

¡�2Y���
{

g(x, t) =

√
t

2
√
π
B

(

x2

4t

)

,

�Q���
56�
B(ξ) =

∫ ∞

1

cos(π/4 − ξy)

y3/2
dy.

� �
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��q��vg�bxfhg�l1g �_j�p1r�q4g�s q�j
L2

L2 = {f : R → C,
	y���1����5.�����0�:�h�Q����� ∫ ∞

−∞
|f(x)|2 dx º�{������ }

� �0{h
��0�h�z���n
��:{����0{����:�h�n}���{h
����0�:{h�u�3����� ∫∞
−∞ |f(x)|2 dx º�{������:¡·� � } f ��{h� f̂ ��56���0{ L1∩L2 ��{h�t�������0{ � �
5��6�0�:{������
�:56�
	���:�����3}��:5

f
�����
{

∫ ∞

−∞
|f(x)|2 dx =

∫ ∞

−∞
f(x)f(x) dx

=

∫ ∞

−∞
f(x)

(

1

2π

∫ ∞

−∞
f̂(k)e−ikx dk

)

dx
� �0{ � �
5����0�:{k�

=

∫ ∞

−∞

1

2π
f̂(k)

(∫ ∞

−∞
f(x)e−ikx dx

)

dk
� ¦������0{����

=

∫ ∞

−∞

1

2π
f̂(k)f̂(x) dk

� ¦��:��56�0�
53��5.��{h�6}��:56	)�

���
{h
��
∫ ∞

−∞
|f(x)|2 dx =

1

2π

∫ ∞

−∞
|f̂(k)|2 dk � �u��5��6� � ���52 �3}��:56	\�����i�

2Y���0{����0{�|��:}
f(x)

�1�y���0�0{�����5y
��:	����0{/�����0�:{H�:}
f̂(k)e−ikx

� �0{����
|:5.�����t�����
{ �n��5��6� � ���52 �y}��:56	������±������56���6�6�����`���1������
{��
56|1~#�:}�������}���{h
����0�:{ � � �6��	 �:}��������
{��
56|1~#�0{#���1
.�
f̂(k)e−ikx ¡��_�0�:���
{��
56|1~ �:}n� � �0��5.�����0{�|���~z�����
	 � �6��	 �:}

�
{��
56|1~#�0{#���1
.�-	����z�:¡
� {�}e�1
��v�����²¦h�:��56�0�
5v��5.��{h��}��:56	»
���{��k���z�
º�{������:{������Q�3���:�0���:}

L2
� {��1� ���h���������Q�0{����
5��6��
����0�:{��3�����

L1 �����:�k��~z�
�n��5��6� � �����3}��:56	��������k��{h� ���������0�0�¥�Q56�����

f̂(k) =

∫ ∞

−∞
f(x)eikx dx, f(x) =

1

2π

∫ ∞

−∞
f̂(k)e−ikx dk

� � �
{-�����:��|:�#���������t�0{����
|:5.�����²��56�¨{��1�²���h�6�:�0�z���
��~-
��:{ � �
56|:�
{���¡

� f/w �Wl:bxq4j��±b¢l � l �vf acbxp��zgifhl1f ��q��vg�bxfhg ��g �_j�p1r�q4g�s
�_���

N ≥ 1
��{h�)�0���

an
�k�����6�������
{h
��¨�:}

N

��:	y���0���){���	��k�
5��
�z�0{h�z�������#��~��������0{����
|:�
5��

n
�0{ −N/2 < n ≤ N/2

¡
2Y���t�z���6
�56�����!¦h�:��56�0�
5Y��5.��{h�6}��:56	 ���Y�����t���������
{h
��

br =
∑

n

ane
2πirn/N }��:5 − N

2
< r ≤ N

2
,

��{h� �������0{ � �
5��6�0�:{�}��:56	����������

an =
1

N

∑

r

bre
−2πirn/N }��:5 − N

2
< n ≤ N

2
.

$ 
���	���� � �
5Y�����t�����������#5.��{�|:�:¡ & �_��� ∆x∆k = 2π/N
��{h�

xn = n∆x
�
kr = r∆k

¡�2����
{

xnkr =
2πnr

N
.

� �
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an = f(xn)

�����
{

br =
∑

n

f(xn)eixnkr ≈
∫ N∆x

2

−N∆x
2

f(x)eixkr

∆x
dx ≈ f̂(kr)

∆x
,

��56� � ���z��� ∆x
���¤�6	����0�W�
{��:��|:� �������
�²�������i�6
��0�0�������0�:{h�3�0{

f
�h��{h�

N∆x
��������56|:�¨�
{��:��|:�)�����6�
���������k�
�/� � �0�:��5Y�:} f���Q�0{�º�{�����~i¡�2����
{��z����
�56�����t¦h�:��56�0�
53�0{ � �
5��6�0�:{����

f(xn) = an =
1

N

∑

r

bre
−2πirn/N

≈ 1

N

∑

r

f̂(kr)

∆x
e−ikrxn

≈ 1

N∆x∆k

∫ N∆k
2

−N∆k
2

f̂(k)e−ikxn dk

≈ 1

2π

∫ ∞

−∞
f̂(k)e−ikxn dk.


����.��	y�v}��:56	��������:���z�n�z�0¹�
����������²��56� � �Y��{�~������0{�|²�������4�3�
~i¡�2v~�����
����0��~!
.�����i�6� ∆k
��{h�

∆x ∝ 1/
√
N
��{h�

N
����56|:�:¡

� ��{±
.�����i�6�
∆k = ∆x =

√

(2π/N)
}��:5���~�	y	y����5�~i�/���z�������������3{��1�²{���
���������5�~i¡ 4¤���6���
5Q�����h�6����{�~-��{����3�0���z|:���:}

�0�
{�|1���h��
����0���Q���.
�����
.�����i���
∆k

�
∆x

¡

� f/jvfhg �¥w`b`p#�Sl:bxq4j l1q ��b5
 �vfhg�o�b`s fkj�p�bxq4j�p
� }
f ∈ L1(Rn)

���¢¡£�:¡
∫

· · ·
∫

|f(x1, · · · , xn)| dx1 · · · dxn

��:{ � �
56|:��� ,

�����
{-�¤��
���{#�����:�!��¦��:��56�0�
53��5.��{h��}��:56	 �0{#���1
.�
xi
��{h�-|:���

f̂(k1, · · · , kn) =

∫

· · ·
∫

f(x1, · · · , xn)eik1x1+···+iknxn dx1 · · · dxn

�Q����
.�#�¤���Q56�����
f̂(k) =

∫

Rn

f(x) eik·x dx.

2Y�����0{ � �
5����0�:{�}��:56	������\���
f(x) =

1

(2π)n

∫

Rn

f̂(k) e−ik·x dk.

� }
f = f(x, t)

�����
{-�¤�¨	��
~)�h�6�t�z�0�k�
56�
{���
��:{ � �
{����0�:{h�Q}��:53���0	y�:�z��~�����
����0��~

f̂(k, ω) =

∫ ∫

f(x, t)eik·xe−iωt dx dt,

f(x, t) =
1

(2π)n+1

∫ ∫

f̂(k, ω)ei(ωt−k·x) dk dω,

56�
��56���6�
{��.�
f
�1�t�)�0�0{�����5t
��:	����0{/�����0�:{c�:}¤�6�0{��h���:���h�����3� � ����¡�2��
56	y�0{��:�0�:|1~ � � } x ���t� �6�/�1
�� � ��56�������0�:�4��5.��{h��}��:56	

� ��56�������0� k �����y�3� � �
{���	��k�
5 � 5.�1�z����{h���k�
5²	y����56��� �S�0} t ���������0	�� � ��56�������0�:�S��5.��{h�6}��:56	 � ��56�������0� ω ������}�56�������
{h
�~
� 5.�1�z����{h�Q�k�
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