Sur la conjecture de Manin-Mumford
T un tore complexe algébrique;

i.e.. T =CY9/L, ol L est un réseau de rang
2-g et il existe une métrique hermitienne H
sur C9 tq H(L,L) C Z.

S C T un ensemble de points d'ordre fini;

S est I’intersection de toutes les sous-variétés
analytiques fermées de T contenant S;

Conjecture de Manin-Mumford [Thm. Ray-
naud]. S est une réunion finie de translatés
de sous-tores complexes de T



Historique des preuves de la conjecture de
Manin-Mumford

Bogomolov [1980] donne une preuve partielle,
fondée sur les propriétés fines de I'action de
Aut(C) sur les points d'ordre fini.

Raynaud [1985] donne une preuve utilisant
les techniques de la géométrie algébrique a
la Grothendieck.

Serre-Hindry [1988] complétent la preuve de
Bogomolov.

Szpiro-Ullmo-Zhang [1995] donne une preuve
utilisant les techniques de I'approximation dio-
phantienne.



Historique. . . (suite)

Hrushovski [1996] donne une preuve utilisant
les techniques de la théorie des modeles (logique
mathématique).

Pink-R. [2001] donnent une preuve courte
€élémentaire inspirée de la preuve de Hrushovski.

Les deux derniéres preuves exploitent aussi
I'action de Aut(C) sur les points d’ordre fini.

7?7 [??] preuve analytique.



Démonstration de la conjecture de
Manin-Mumford d'aprés Pink.-R., I

Réduction du probléme.

T est analytiquement isomorphe a une variété
projective (Lefschetz).

Via l'inclusion § C T, S devient aussi une
variété projective (Serre).

Plus précisément, T est alors décrit par

{[zo,...,xn] € P" |
A(zg,...,2a) =0,...,P(zg,...,2n) = 0}

ou Pq,..., P sont des polyndmes homogeénes
en zg,...xn a coefficients complexes.

Il en est de mé@me de S.



Démonstration. . . II

L'action de Aut(C) sur les points d'ordre fini.

Gp := {0 € Aut(C) | o fixe les coefficients
des polyndmes de définition de T et de S}

Théoréme. [Weil-Serre] 3ag,...,a;_1 € Z et
Jdo € Gg tqg

ag - [zg,-.-,xn] + a1 [o(zg),...,0(zn)] + ...

R [O’d(.’ro), .., 0¥ (zn)] =0

pour tout z ;= [zg,...,zn] tq z € T et tq z
est d'ordre fini dans T'.

De plus, on supposer que

ap+aiz4---Fay_ 1247 1420=0 = |z| > 1.



Démonstration. . . III

Linéarisation. Notons

ag-z+---+ag_1-0°(z) +o%z) =0

I'équation du th. de Weil-Serre. Cette équation
est équivalente au systeme

z1 = o(zp)

zo = o(z1)

—aQ-Lo—a1-Z1 — - —ag_1-Z4-1 =o0(z4_1)
Oou encore
[ 0 1 0 ... 0] @] [ zo
0 = o :
O 5 @ O 1 Li—2 i{.f_z
|—/@ —ai ... ... —a4_3 | Ld—1 | Ld—1

On notera (x) ce systeme et M la matrice.
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Démonstration. .. IV

Géomeétrie des solutions de (*). On considére
I'ensemble

A = {(z,0(z),...,0% z)) e T¢ |

z € S et z est d’ordre fini dans T

La matrice M agit sur T¢. Par construction,
on a M(A) = A et enfin

M(A) = A

Noter que I'ensemble S est la projection de
A sur le premier facteur de T<.



Démonstration. . . (fin)
Géomeétrie des solutions de (*) (suite). Soit
A :=C9%/L, un tore algébrique complexe;
@ : C9 — (9% une application linéaire tq
@(La) C Lg; on suppose que si z € C est

une valeur propre de ¢ alors |z| > 1.

Noter que ¢ induit un homomorphisme ana-
lytique ¢ : A — A.

Théoreme. [Pink-R.] Soit Z une sous-variété
analytique tq ¢(Z) = Z. Alors Z est une
réeunion finie de translatés de sous-tores com-
plexes de A.

On applique le théoreme géométrique a

A=T¢ po=MetZ=A

pour conclure.



Complément: la conjecture de Mordell-Lang

Soit T un tore algébrique complexe comme
plus haut;

G C T un sous-groupe tq G®7zQ a un nombre
fini de générateurs.

S C G,

Conjecture de Mordell-Lang [Thm. Faltings
et al.] S est une réunion finie de translatés
de sous-tores complexes de T'.

La seule preuve connue de la conjecture de
Mordell-Lang passe par |'approximation dio-
phantienne.



Complément II: le théoreme de HrushovskKi
Soit T un tore complexe;

hypotheése : si T3 C T» sont des sous-tores de
T, alors T»/T; n'est pas algébrique.

Théoreme. [Hrushovski] Soit Z une sous-
variété analytique fermée de T'; alors Z est
linéaire.
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