Grothendieck és matematikaja






Grothendieck gyermek- és ifjukora

Berlinben szliletik 1928. marcius 28-an. Apja Alexander
Shapiro, ukran anarchista, anyja a berlini Johanna
(Hanka) Grothendieck, ujsagird és politikai agitator
1933-ban szulei Parizsba menekilnek. Alexandert 1933
és 1939 kozott német mostohaszul6k nevelik, akik 1939-
ben szulei utan kuldik Parizsba

1940-42 kozott mindannyian bortontaborokban. 1942-
ben apjat Auschwitzba toloncoljak, ahol meggyilkoljak

1942-45 kozott egy francia kisvarosban, Chambon-sur-
Lignonban, egy intézetben él. Elvégzi a gimnaziumot

1945-48 kozott matematika szakos egyetemi hallgato
Montpellier-ben. Az egyetemi el6adasokra egyre
kevésbé jar, ehelyett aprolékos munkaval, segitség
nélkul felfedezi a Lebesgue-integralas teljes elméletét



Grothendieck: a karrier évei 1

1948-49: Parizsba kerul 6sztondijjal, ahol Cartan
szeminariuman bekerul a francia matematikai élet
legaktivabb sodraba

1949-53: Nancy-ban a Bourbaki-csoport legnagyobbjaival
dolgozik. Szamos cikket ir funkcionalanalizisrdl,
doktoratust szerez

1953-56: Sao Paulo-ban, majd a kansasi egyetemen tanit

1956-58: Parizsban ujra, a Grothendieck-Riemann-Roch
tétel

1958: A Nemzetk6dzi Matematikai Kongresszuson nagy
figyelmet kelté el6adasban felvazolja a sémaelmélet
elemeit és fGbb tételeit



Grothendieck: a karrier évei 2

e 1958-tol 1970-ig az IHES professzora. Hihetetlen
energiaval és koncentralassal, napi 12 orat
kutatassal toltve, szeminariuma élén kidolgozza a
seémaelméletet, a toposzelméletet és sok mas iranyt

e 1966: A Fields érmet nem veszi at a moszkvai
Kongresszuson a Szovjetunio elleni politikai
tiltakozasként

e 1970: Tiltakozik az IHES katonai koltségvetési

tamogatasa ellen, lemond az IHES professzori
székérdl. Soha tobbet formalis publikaciot nem

jegyez



Grothendieck: a matematikai karrier utan

e 1970-75: A Survivre tarsadalmi-politikai mozgalom
(Mouvement international pour la survie de
I'espece humaine), aszketikus falusi életmodra valt

e 70-es évek masodik fele: a Montpellier-i
egyetemen tanit és szeminariumot vezet, de mar

nem a korabbi intenzitassal

e 80-as évek: ujra Parizsban, majd a Pirenneusokba
koltozik. A hosszu kéziratok irasa

* 90-es évek: egyre kevesebb kapcsolat a kulvilaggal,
spiritualis irasok
* Meghalt 2014. november 13-an



Grothendieck fontosabb matematikai
és pszeudo-matematikai irasai

e Publikalt irasok

— Eléments de Géométrie Algébrique (EGA, 6sszesen 1+1+2+4
kotet) 1960-1964. 2000 oldal (Dieudonné-val)

— Fondements de la Géométrie Algébrique (FGA), 1962. 500
oldal

— Séminaire Géométrie Algébrique (SGA, 6sszesen 8 kotet),
1960-as, 1970-es évek. 5000 oldal (részben diakjai irtak le)

e Kéziratok

— La Longue Marche a Travers la Théorie de Galois, 1981. 1300
oldal

— A la Pursuite des Champs, 1983. 1500 oldal
— Esquisse d’un Programme, 1984. 50 oldal

— Récoltes et semailles: Réflexions et temoignages sur un passé
de mathématicien, 1986. 1400 oldal

— Les Dérivateurs, 1990-es évek. 2000 oldal



Szamhalmazok a matematikaban 1

* Egész szamok
z2={...,-2,-1,0,1, 2, ...}
* Racionalis szamok
Q={m/n; m,n egész szdm}
* mod-p szamok (p primszam)
Fp={O,1,..., p-1 mod p}

Diszkret, felsorolhato halmazok: aritmetika



Szamhalmazok a matematikaban 2

e Valos szamok R
 Komplex szamok
C={x +iy : X, y valos szamok}

Folytonos, fel nem sorolhato halmazok:
analizis és geometria



X?+y’=1

Mi a megoldashalmaz, ha (x,y) “szamok”?



x2+y2=1 :raciondlis megoldasok

x=p/r, y=q/r
p,q,r egesz szamok

02 + g2 = r2

“Diofantikus” egyenlet.
Megoldasai: pitagoraszi szamharmasok!

(p,a,r) = (3,4,5), (5,12,13), ...



x2+y2=1 :raciondlis megoldasok

02 + g2 = 12
(p,a,r) = (3,4,5), (5,12,13), ...
* Plimpton 322, i.e. 1800:




x?+y2=1 :valos megoldasok

* (x,y) koordinatak: geometriai alakzat

(Descartes)
YA
(0,1)

"y



x?+y?=1 :mod p megoldasok

e Példa:
p=7
 Megoldas, ami mindig jo:
(x,y) = (0,£1)
 Uj megoldas:
(x,y) = (£2,£2)
mert
(£2)? + (+2)?°=8=1mod 7



x?2+y2=1 : mod p megoldasok

» Altaldban Gauss foglalkozott az un.
kvadratikus maradékok problémajaval, és
masodfoku egyenletek megoldasainak
szamaval mod p szamokban.

* Ebben az esetben a megoldasok szama:
(p-1), hap=1mod4
(p+1), hap=3mod4



x2+y2=1 : komplex megoldasok
e [rjuk at az egyenletet:
y=(1-2)172

* Riemann foglalkozott a “tobbértékid komplex
fluggvenyek” geometriajaval: “Riemann
felUletek”



x2+y2=1 : komplex megoldasok

y=(1-x*)"/

Riemann-felilete: a gombfelllet




x3+y3=1

Mi a megoldashalmaz, ha (x,y) “szamok”?



x3 +y3 =1 :raciondlis megoldasok

p3+ag3=r3 (p,q,r) egész szamok
Fermat egyenlete!

Euler: csak a “trivialis” megoldasok

(plqlr)z(olnln)



x3+y3=1":valéos megoldasok

* Newton: harmadfoku gorbék geometriaja




x3+y3=1:mod p megoldasok

e Gauss: a mod p megoldasok szamara létezik
egy nagyon bonyolult formula...



x3+y3=1:komplex megolddsok

y=(1-x%)"/3

Riemann-feliilete: a torusz-feliilet
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Altaldnos egyenletek

e Tekintsuk a problémat altalanosan! Foglalkozzunk
tetsz6leges (polinomialis) egyenletekkel.

mod-p megoldasok: aritmetikus kérdés.
Megoldasok megszamolhatok

Komplex megoldasok: analitikus kérdés

Megoldasok halmaza geometriai tér



Weil-sejtés

 André Weil 1949-ben megfogalmazott egy
sejtést:

Minden egyenlet mod-p megoldasainak szamara
létezik egy formula, amely...

...a komplex megoldashalmaz

geometriai invariansainak fliggvénye!



Weil-sejtés: egy példa

X2 +y2=1 x3+y3=1
mod p megoldasok mod p megoldasok
szama pxl szama bonyolult...

Riemann-feliilete Riemann-feliilete




Aritmetika és geometria

* A Weil-sejtés azt sugallja, hogy ugyanazon
egyenlet mod-p (aritmetikus) és komplex
(geometriai) megoldasai kozott nagyon szoros
a kapcsolat...

e ..azonban nem volt ismert olyan matematikai
vilag, olyan keret, melyben mind az
aritmetikai, mind a geometriai kérdés
targyalhato lett volnal



Grothendieck: sémak

Grothendieck megoldasa: az aritmetika
geometrizalasa

Az alapobjektum egy séma, az egyenlet a
legkisebb olyan szamhalmaz felett tekintve,
melyben értelmezhetd

Az elmélet magukat a szamhalmazokat is
geometrizalja

Geometriai mlveletek (metszés, geometriai
Oskep, stb) sokkal tagabb korben alkalmazhatok.



Az egész szamok sémaja

* Az egész szamok Z halmazahoz rendelt séma:
geometriai objektum, melynek pontjai:
— Minden p primszam

— Egy “generikus” pont



Az egész szamok sémaja

 Egy p primszamhoz tartoz6 pont: mod p
aritmetika

* A “generikus” pont: (komplex) geometria



X2 +y2=1 sémaja

A séma heurisztikus képe: egy p prim “felett”
laknak a mod-p megoldasok; a generikus pont
“felett” laknak a komplex megoldasok
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Tovabblépés: toposzok

* A séma-gondolat bnmagaban nem volt elég a
Weil-sejtés megoldasahoz.

* Probléma: az aritmetikabodl eredb geometriai
terek szokatlan tulajdonsagokkal

rendelkeznek, igy a klasszikus geometriai és
topologiai moédszerek nem elegendéek!

* Grothendieck: tovabb kell tagitani a
geometrikus tér fogalmat: toposzok



Toposzelmélet

 Geometriai terek kategoria-elméleti leirasa

Viszonyrendszer: az
Geometriai tér X 0sszes geometriai
kapcsolat, melyben X
szerepel
...embert... ..baratjarol!

 Megfogalmazhato ezen viszonyrendszerek
(toposzok) teljes geometriai elmélete



A Weil-sejtés megoldasa

e Sémaelmélet (EGA)

* Az “étale” toposzok elmélete aritmetikus
geometriaban (SGA)

A Weil-sejtés megoldasa a Grothendieck-
tanitvany Deligne nevéhez fiz6dik (1974)



G. matematikajanak utéélete

* A séma-elmélet az algebrai geometria radikalis
Ujrafogalmazasat és kiterjesztését hozta.
Eredményei alkalmazhatok példaul

— algebrai csoportok elméletében és reprezentacio-
elméletben

— Diofantikus geometriaban (Wiles, Taylor-Wiles)
A toposz-elmélet Uj nézépontokat nyitott

— kategdriaelméletben

— logikaban

— kvantumtérelméletben



