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Sei (I;≤) eine lineare Ordnung. Wir nennen eine Familie (Ai)i∈I von L-Strukturen eine
Kette, falls für alle i, j ∈ I gilt:

i ≤ j =⇒ Ai ≤ Aj.

Eine Kette (Ai)i∈I heißt elementar, falls für alle i ≤ j die Struktur Ai eine elementare
Unterstruktur von Aj ist.

Aufgabe 1. Sei (Ai)i∈I eine Kette von L-Strukturen. Für jedes i ∈ I sei Ai die Grund-
menge von Ai. Wir setzen A :=

⋃
i∈I Ai. Zeigen Sie:

a) A ist das Universum einer eindeutig bestimmten L-Struktur A, für die jedes Ai

Unterstruktur von A ist;
b) Wenn (Ai)i∈I eine elementare Kette ist, dann ist jedes Ai eine elementare Unter-

struktur von A.

Aufgabe 2. Es sei (I;≤) eine beliebige lineare Ordnung. Zeigen Sie mittels des Kom-
paktheitssatzes, dass es eine elementare Erweiterung M � (N;≤) gibt, sodass M eine
Unterstruktur enthält, welche isomorph zu (I;≤) ist.

Aufgabe 3. Es sei I eine nichtleere Menge und U ein Ultrafilter auf I.

a) Zeigen Sie den Satz von Łoś: Ist (Mi : i ∈ I) eine Familie von L-Strukturen und
φ(x̄) eine L-Formel, dann gilt für ā = limi→U āi ∈

∏
i→UMi:∏

i→U

Mi |= φ(ā) ⇐⇒ {i ∈ I :Mi |= φ(āi)} ∈ U .

b) Es seiM eine L-Struktur. Zeigen Sie, dass die diagonale Einbettung

M ↪→MU

eine elementare Einbettung ist.

Eine Klasse C von L-Strukturen heißt elementar, falls es eine Menge T von L-Aussagen
gibt, sodass C = {M :M |= T}.

Aufgabe 4. Zeigen Sie, dass eine Klasse C von L-Strukturen genau dann elementar ist,
wenn sie abgeschlossen unter elementarer Äquivalenz und Ultraprodukten ist.
Hinweis: Erinnern Sie sich an den Beweis des Kompaktheitssatzes mittels Ultraprodukten.

Abgabe bis Donnerstag, den 17. Oktober, 10:00 Uhr, Briefkasten 161.
Die Übungsblätter sollen zu zweit bearbeitet und abgegeben werden.
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