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Es sei K ein Korper. Wir betrachten K-Vektorrdume als Strukturen in der Sprache
Livr = {0,+, —, g trex, wobei jedes puy ein 1-stelliges Funktionssymbol ist (und die
Multiplikation mit k& darstellen soll). Die Theorie Tx.vr der K-Vektorrdume besteht aus

e den Axiomen fiir abelsche Gruppen,

Vo, w p(v + w) = pu(v) + p(w),
Vo okey +o (U) = Mk, (U) T+ ko (U)v

VU iy ky (V) = piy (H, (V)
Vo pi(v) = v

fiir alle k, k1, ke aus K.
Aufgabe 1. Zeigen Sie:

a) Die Theorie der unendlichen K-Vektorrdume hat Quantorenelimination und ist voll-
standig;

b) Folgern Sie, dass die Theorie der divisiblen torsionsfreien abelschen Gruppen (in der
Sprache L,, = {0, +, —}) Quantorenelimination hat und vollsténdig ist.
Hinweis: Denken Sie an (Q-Vektorraume.

Es sei Lr = {R} die Sprache, die nur ein zweistelliges Relationssymbol R enthélt. Die
Theorie Ty des Zufallsgraphen besteht aus den Aussagen:

e R ist symmetrisch und irreflexiv;

o Fiir je zwei disjunkte endliche Teilmengen X und Y existiert ein Element z, welches
mit allen z € X in Relation (bzgl. R) steht, jedoch mit keinem y € Y.

Aufgabe 2.

a) Schreiben Sie Tyq explizit als eine Menge von Lr-Aussagen und geben Sie einen
direkten Beweis dafiir, dass jedes Modell von T unendlich ist.

b) Zeigen Sie, dass die Theorie des Zufallsgraphen Quantorenelimination hat und voll-
standig ist. Fiir den Beweis der Vollstandigkeit diirfen Sie annehmen, dass 77¢ kon-
sistent ist.



Eine Theorie T heift streng minimal, falls fir jedes Modell M |= T jede definierbare
Teilmenge X C M entweder endlich oder koendlich ist.

Aufgabe 3. Zeigen Sie:

a) Die Theorie der algebraisch abgeschlossenen Korper ist streng minimal;

b) Es sei T' eine streng minimale Theorie, M =T, ¢(,7) eine Formel und (b;);c; eine
Familie von Parametern aus M. Wenn die Menge ¢(M, b;) fiir jedes i € I endlich ist,
dann gibt es eine natiirliche Zahl £, sodass jede dieser Mengen hochstens & Elemente
hat.

Eine Theorie T heifst modellvollstindig, falls fir alle Modelle M, N = T gilt:

M<N = M=<N.

Aufgabe 4.

a) Zeigen Sie, dass jede Theorie mit Quantorenelimination auch modellvollstandig ist.

b) Es sei X C R in L., mit Parametern aus ) definierbar. Zeigen Sie: Wenn X N Q)
endlich ist, dann auch X.

Abgabe bis Donnerstag, den 24. Oktober, 10:00 Uhr, Briefkasten 161.

Die Ubungsblitter sollen zu zweit bearbeitet und abgegeben werden.
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