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در ٢٠١١ ژوئن ٢٩ در تابستانه ام سخنرانی مبنای بر است یادداشتی که مقاله این نوشتن پیشنهاد
است. خوشحالی باعث امروز٢ ریاضیات نشریۀ برای سلطنتی١، انجمن

آنالیز حوزۀ در من مثل ریاضیدان یک برای و است ریاضی مباحث پایه ای ترین از چندجمله ای ها
انتگرال گیری فرمول های مانند موارد برخی در آن تاریخچۀ و است عددی روش های آغاز نقطۀ عددی،
می کردید فکر حال به تا شاید برمی گردد. پیش قرن ها به ریشه یابی، در نیوتن تکرار روش های و عددی
این عکس تقریباً وضعیت واقع در کرده اید. درک به خوبی را چندجمله ای ها با محاسبه دربارۀ اساسی حقایق
این هستند. اشتباه آنها مهم ترین از برخی که دارد وجود چندجمله ای ها دربارۀ همه گیری دیدگاه های است.
مستحکم و تغییر قابل غیر به صورت کتاب ها از نسل هایی توسط که استوارند بدفهمی هایی بر اشتباهات

آمده اند.٣ در
لاگرانژ. درونیابی چندجمله ای ها؛ ریشه یابی گاوس؛ انتگرال گیری فرمول بهینه؛ تقریب درونیابی؛ کلیدی. کلمات و عبارات
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Trefethen, Lloyd N., Six myths of polynomial interpolation and quadrature,Mathematics Today, 47
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هر پشت است. شده یاد افسانه عنوان با آنها از و چالش کشیده به عددی آنالیز در مهم و مرسوم تصور شش نوشته، این ٣در
نشده اند. گفته دیگری، مهم ترِ حقایق گاهی و است شده نادرست برداشت های واقعیت این از گاهی اما است نهفته واقعیتی افسانه
ریاضیات در بسیاری جایزه های برندۀ او است. آنجا عددی آنالیز گروه رئیس و آکسفورد دانشگاه استاد هم اکنون ترفتن نیک لوید
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٩٠ انتگرال گیری فرمول های و چندجمله ای درونیابی دربارۀ افسانه ٩٠شش انتگرال گیری فرمول های و چندجمله ای درونیابی دربارۀ افسانه ٩٠شش انتگرال گیری فرمول های و چندجمله ای درونیابی دربارۀ افسانه شش

با چندجمله ای ها به کمک ریاضی مسائل حل حال در همکارانم و من سو، این به ٢٠٠۶ سال از
روزانه، تجربیات پایۀ بر هستیم. (www.maths.ox.ac.uk/chebfun) چبفان افزار نرم از استفاده
تا کرد کنجکاو مرا مثبت کاملا یافتۀ این هستند. اعتماد قابل و سریع چقدر چندجمله ای ها که فهمید ه ایم
جزئیات است. یافته هایم از برخی جمع بندی برای تلاشی نوشته این و بیابم را غلط تصورات این منشأ
و تقریب نظریۀ عنوان با جدیدم کتاب پیش نویس های در قضیه ها، و دقیق تعریف های بر مشتمل کامل
دسترسی قابل نیز www.maths.ox.ac.uk/~trefethen سایت در که دارند وجود تقریب١ انجام

است.
ریاضیدانان زیرا دارد، وجود افسانه هر درون هم واقعیاتی البته است. افسانه» «شش دربارۀ حاضر متن
مانده مغفول مهمی نکتۀ اینها از کدام هر در حال این با باشند. اشتباه کاملا که می گویند چیز هایی به ندرت

است.
در xn ،. . . ،x١ ،x٠ متمایز نقاط است، [−١, ١] بازۀ بر پیوسته تابع یک f بحث، سراسر در
هر برای pn(xj) = f(xj) و است n حداکثر درجۀ از یکتا چندجمله ای یک pn و شده اند داده [−١, ١]
چبیشف نقاط و xj = −١ + ٢j/n هم فاصلۀ نقاط هستند: ویژه اهمیت دارای نقاط از خانواده دو .j
n + ١ درجۀ چندجمله ای ریشه های که کرد خواهم اشاره لژاندر نقاط به همچنین .xj = cos(jπ/n)

هستند. Pn+١ لژاندر
با تنها و نویسنده اسم بدون پیشگام کتاب های از قول نقل سه یا دو با افسانه هر به مربوط توضیح
چیز چه بر ناظر حقایق این اینکه و افسانه هر پشت ریاضی حقایق سپس می شود. آغاز چاپ سال ذکر

می گویم. را هستند
دانشجویان به همواره کتاب ها هستند. →nواگرا وقتی∞ چندجمله ای درونیاب های :١ افسانۀ

.n→ ∞ وقتی pn → f باشند نداشته انتظار که می دهند هشدار
هستند.»(١٩٨٩) همگرا کلی پیوستۀ تابع یک به به ندرت چندجمله ای «درونیاب های
همگرا آنها برای چبیشف نقاط روی درونیابی که دارند وجود تابع هایی «متأسفانه

نیست.»(١٩٩۶)
هر که [١٩] کرد ثابت ١٨٨۵ سال در وایرشتراس می شوند. توجیه قضیه دو بیان با هشدار این علی الظاهر
١٩١۴ سال در فابر دیگر، سوی از زد. تقریب چندجمله ای ها با دلخواه دقت هر با می توان را پیوسته تابع
پیوسته توابع همۀ مورد در نقاط، از چیدمانی هر با چندجمله ای، درونیابی طرحوارۀ هیچ که [۴] کرد ثابت

بود. نخواهد همگرا
١Trefethen, Lloyd Nicolas, Approximation Theory and Approximation Practice, SIAM, Philadel-

phia, 2013.



ترفتن نیک لوید ترفتن٩١ نیک لوید ترفتن٩١ نیک لوید ٩١

است این حقیقت این، وجود با دارد. وجود چندجمله ای درونیابی در ایرادی می رسد نظر به بنابراین
را (آنها هستند همگرا همیشه چبیشف نقاط روی چندجمله ای درونیاب های باشد، هموار کمی f اگر که
دارد وجود L ثابت می گوید که f تابع روی لیپ شیتس پیوستگی شرط می نامیم). چبیشف درونیاب های
نیاز که است چیزی آن از قوی تر ،|f(x)− f(y)| ⩽ L|x− y| داریم x, y ∈ [−١, ١] هر به ازای که
همگرایی است، چنین عملی کاربرد هر در تقریباً که باشد، لیپ شیتس پیوستۀ f که مادامی بنابراین داریم.

است. شده تضمین pn → f

درونیابی به که دارد وجود چندجمله ای درونیاب های همگرایی مورد در بزرگ مشکل یک واقع در
روی درونیابی ،[١٣] داد نشان ١٩٠١ سال در رونگه که همان طور می شود. مربوط هم فاصله نقاط روی
شود. واگرا نمایی به صورت است ممکن باشد، (تمامریخت) تحلیلی تابع یک f اگر حتی هم فاصله نقاط
به امر این است. شده سردرگمی ایجاد سبب است، مشهور رونگه پدیدۀ به که موثق و مهم واقعیت این
حالت به هم فاصله چندجمله ایِ درونیابی مسئلۀ تعمیم باعث است، آن بر تأییدی گویی که فابر قضیۀ همراه
بدگمان کلی حالت در چندجمله ای درونیاب های کاربرد به نسبت پژوهشگران که جایی تا است شده کلی

شده اند.
و مشتق پذیر بار ν ،f اگر است. سریع تر چبیشف درونیاب های همگرایی باشد، هموارتر f هرچه
.n → ∞ وقتی ∥f − pn∥ = O(V n−ν) آن گاه باشد، V کل تغییرات دارای آن νاُم مرتبۀ مشتق
باشد، تحلیلی f اگر است.) x ∈ [−١, ١] به ازای |f(x) − pn(x)| ماکزیمم ∥f − pn∥ از (منظور
ویژگی های است. ρ > ١ یک به ازای ∥f − pn∥ = O(ρ−n) به صورت و هندسی نوع از همگرایی

داد. خواهم ارائه ۵ افسانه ذیل در را ρ پارامتر
با که f(x) دندانه-اره ای تابع برای ١٠٠٠٠ درجۀ از pn چبیشف درونیاب اینجا در مثال، برای
است ممکن خم این است. آمده می شود، تعریف x تا −١ از sign(sin(١٠٠t)/(٢ − t)) تابع انتگرال
از درونیاب شکل ،∥f − pn∥ ≈ ٠٫٠٠٠١ که آنجا از هست! ولی نباشد، چندجمله ای یک نمودار شبیه

نیست. تمییز قابل f تابع خود شکل



٩٢ انتگرال گیری فرمول های و چندجمله ای درونیابی دربارۀ افسانه ٩٢شش انتگرال گیری فرمول های و چندجمله ای درونیابی دربارۀ افسانه ٩٢شش انتگرال گیری فرمول های و چندجمله ای درونیابی دربارۀ افسانه شش

چندجمله ای درونیاب های از چندانی استفادۀ دارند، کمی همواریِ که تابع این مانند توابعی برای
،ex مانند هموارتر تابع های برای ندارد. وجود آنها همگرایی مورد در نگرانی نظری، به لحاظ اما نمی شود
٣۴ ،١۴ (به ترتیب n کوچک مقادیر با حتی دقت رقم ١۵ تا را همگرایی ١)/١ + ٢۵x٢) یا cos(١٠x)

می آوریم. به دست (١٨٢ و

نقاط روی درونیاب ها است. مشکل دار چندجمله ای، درونیاب های عددیِ مقداریابی :٢ افسانۀ
ندارد؟ وجود رایانه با آنها محاسبۀ در مشکلی آیا اما شوند همگرا نظری به لحاظ است ممکن چبیشف

می دهند. هشدار دانشجویان به زمینه این در درسی کتاب های
دارد. هم دیگری ضعف های کلی اش، همگرایی عدم بر علاوه چندجمله ای «درونیابی
زمان بر بسیار می تواند بالا درجات از چندجمله ای درونیاب های مقداریابی و تعیین

(١٩٧٧) آورد.» بار به گردکردن خطاهای با رابطه در را مشکلی مسائل و باشد
عملی محاسبات در است، سودمند نظری مطالعات در گاهی اگرچه لاگرانژ درونیابی »

(١٩٨۵) می شود.» استفاده به ندرت
(١٩٩٠) است.» شُهره دشوار مسئلۀ یک به عددی پایداریِ دیدگاه از «درونیابی

برای طبیعی به طور نفر یک است ممکن که روش هایی از برخی که است واقعیت این نگاه، نوع این منشأ
مثال، برای دو. هر یا عددی-ناپایدار یا هستند کُند یا می گیرد، به کار چندجمله ای درونیاب های محاسبۀ
کنید، پیاده سازی رایانه یک روی صورت همان به و بنویسید آن متداول به شکل را لاگرانژ فرمول شما اگر
به (گاهی دارد نیاز مقداریابی نقطۀ هر به ازای محاسباتی عمل O(n٢) به که داشت خواهید الگوریتمی
لاگرانژ درونیابی به جای را نیوتن درونیابی بایستی که می دهند هشدار را خوانندگان کتاب ها علت همین
کنید، محاسبه جبرخطی» «چارچوب در را درونیاب ها شما اگر و دیگر!) افسانۀ یک هم گیرند-این به کار
گره ای نقاط در xn ،. . . ،x٢ ،x ،١ مقادیر شامل آن ستون های که کنید تنظیم وندرموند ماتریس یک یعنی
متلب١ در polyval/polyfit الگوریتم همان این است. ناپایدار نمایی به طور شما عددی روش آن گاه باشد،
طیفی روش های عنوانِ با کتابم در الگوریتم این از استفاده با ٢ افسانۀ ترویج به دلیل نیز خودم من و است
بر را روش این دقت کل n = ۶٠ برای حتی رایانه در کردن گرد خطاهای هستم. گناهکار [١۶] متلب در

داشتیم. بالا نمودار در که n = ١٠٠٠٠ به برسد چه می دهند، باد
f(x) = sin(١٠/x) تابع درونیابِ چندجمله ای نمودار اینجا در است؟ چگونه n = ١٠۶ مورد در
شخصی ام، لپ تاپ روی ثانیه ٣٠ حدود زمان در نمودار است. شده رسم چبیشف نقطۀ میلیون یک بر مبتنی

است. آمده به دست صفر، نزدیک بسیار نقطۀ ٢٠٠٠ در درونیاب مقداریابی با
١Matlab



ترفتن نیک لوید ترفتن٩٣ نیک لوید ترفتن٩٣ نیک لوید ٩٣

به دست لاگرانژ درونیابی بازنمایی یک از ساخته ممکن را محاسبات این که پایداری و سریع الگوریتم
:[١۴] است یافته انتشار ١٩٧٢ سال در سالتزر توسط و مشهور ١ گرانیگاهی فرمول به که است آمده

pn(x) =

n∑
j=٠

′ (−١)jfj
x− xj

/ n∑
j=٠

′ (−١)j
x− xj

نشان دهندۀ سیگماها روی پرایم علامت های .x = xj به ازای pn(x) = fj خاص حالت همراه به
بر O(n) مرتبۀ از محاسباتی، پیچیدگی شده اند. ضرب ١٢ در j = n و j = ٠ جمله های که است این
آید، نظر به خطرناک x ≈ xj وقتی x− xj بر تقسیم عمل است ممکن اگرچه و است مقداریابی نقطۀ

است. پایدار فرمول این است، کرده اثبات [٩] در ٢٠٠۴ سال در هایام نیک که همان گونه

می رسد! نظر به درست تعریف، به توجه با یکی این بهینه اند. تقریب ها بهترین :٣ افسانۀ
تقریب های بهترین تولید برای دیگر الگوریتم هر واقع در یا رِمز٢ الگوریتم که آنجا «از
مناسب تر فرآیندهای دیگر به گرایش هایی دارد، نیاز زیادی نسبتاً محاسبات به اصیل
شده  ایجاد بهینه، نگوییم اگر خوب، چندجمله ای تقریب های آوردنِ به دست برای

(١٩۶٨) است.»
توابع محاسبۀ برنامه های در استفاده برای به روشنی مینیمال چندجمله ای «تقریب های
تقریب در کمتری جمله های حتی الامکان که است مزیت یک این زیرا مناسب اند،

(١٩۶٨) شود.» استفاده
(١٩٨٠) می خواهیم.» یکنواخت تقریب بهترین یک ایدآل، حالت «در

رایج نامی تقریب» «بهترین دارد. وجود آن  در هم مضمونی است، همانگویی شبیه افسانه این بیان اگرچه
نرم به نسبت تقریب بهترین پس می کند. مینیمم را ∥f − p∗n∥ که است p∗n یکتایِ چندجمله ایِ برای

است؟ بهترین هم عمل در واقعاً آیا اما است؛ بهینه ماکزیمم،
١barycentric formula ٢Remes algorithm



٩۴ انتگرال گیری فرمول های و چندجمله ای درونیابی دربارۀ افسانه ٩۴شش انتگرال گیری فرمول های و چندجمله ای درونیابی دربارۀ افسانه ٩۴شش انتگرال گیری فرمول های و چندجمله ای درونیابی دربارۀ افسانه شش

نیست، افتاده پا پیش و بدیهی موضوعی p∗n محاسبۀ می کند، بیان بالا قول نقل اولین که همان طور
گرانیگاهی فرمول از استفاده با چبیشف درونیاب محاسبۀ مقابل، در است. غیرخطی f به آن وابستگی زیرا
سرک ما اندیشۀ به هم می سنجد پول با را چیز هر ارزش که نافذی دیدگاه است ممکن اینجا در است. ساده

باشد! باارزشی چیز بایستی پس است، سخت تقریب ها بهترین محاسبۀ اگر کنیم فکر و بکشد
و چبیشف درونیاب های بین دقت اختلاف اینکه اول می کند. مشکل را حقیقت یافتن برداشت، دو
کردند ثابت ١٩۶۶ سال در زیلر و الیش زیرا باشد، زیاد نمی تواند ماکزیمم نرم به نسبت تقریب ها بهترین
معمولا باشد. ٢ + (٢/π) log(n+ ١) از بیش نمی تواند ∥f − p∗n∥ با ∥f − pn∥ اختلاف که [٣]
مشتق پذیرند بار ν که توابعی برای شده شناخته خطای کران بهترین واقع در و است این از کمتر اختلاف،
به تنها چبیشف درونیاب های مورد شد-در ذکر ٢ افسانۀ ذیل در که همواری ردۀ دو تحلیلی اند-همان یا

است. تقریب ها بهترین خطای از بیش واحد ٢ اندازۀ
بهترین ماکزیمم خطای است، منسوب ١٨۵٠ دهۀ در چبیشف به که هم نوسانی١ قضیۀ بنابر اینکه دوم
شکل در رنگ سیاه منحنی مثال، برای می دهد. رخ [−١, ١] در نقطه n + ٢ دست کم در همیشه تقریب
درجۀ از |x − ١۴ | تابع تقریبِ بهترین برای x ∈ [−١, ١] به ا زای f(x) − p∗n(x) خطای منحنی زیر،
رنگ قرمز منحنی دارد. هم نوسانی ±٠٫٠٠٢٧ تقریبی مقدار با اکسترمم نقطۀ ١٠٢ بین که است ١٠٠
مقدار x مقادیر اکثر برای که است روشن است. چبیشف نقاط روی pn درونیاب چندجمله ای با متناظر
مفیدتر عمل در تقریب ها این از کدام یک است. |f(x)− p∗n(x)| از کوچکتر بسیار |f(x)− pn(x)|
در است نیاز واقعاً گاهی دارد! بستگی بگوییم: که است این منصفانه جواب تنها می کنم فکر من است؟
به دست برای برد از ٩۵٪ از بیشتر دقت کردنِ قربانی هم گاهی باشیم. داشته تضمین هم رفتار بدترین مورد

است. اسراف کوچک، زیربازۀ یک در اندک دقتی آوردنِ

١equioscillation theorem



ترفتن نیک لوید ترفتن٩۵ نیک لوید ترفتن٩۵ نیک لوید ٩۵

انتگرال گیری فرمول های است. کلنشا-کرتیس فرمول برابر دو گاوس فرمول  دقت مرتبۀ :۴ افسانۀ
می زنیم: تقریب متناهی مجموع یک با را انتگرال می آیند. به دست چندجمله ای ها به کمک معمولا

I =

∫ ١

−١
f(x)dx ≈ In =

n∑
k=٠

wkf(xk) (٠ . ١)

از انتگرال گیری و {xk} نقاط در چندجمله ای یک با f درونیابی اصل از استفاده با {wk} وزن های و
مبتنی کلنشا-کرتیس٢ فرمول هم فاصله، نقاط بر مبتنی نیوتن-کوتس١ فرمول  می شوند. تعیین درونیاب،
نیوتن- فرمول ابتدا کتاب ها همۀ در تقریباً است. لژاندر نقاط بر مبتنی گاوس فرمول و چبیشف نقاط بر
نشان سپس و I = In باشد، n درجۀ از چندجمله ای یک f وقتی دقیقاً که می شود داده توضیح کوتس
٢n + ١ درجۀ از چندجمله ای یک f اگر است: این برابر دو دقتش مرتبۀ گاوس، فرمول که می شود داده
از بهتر که است n آن دقت مرتبۀ اما می شود مطرح معمولا کلنشا-کرتیس فرمول .I = In آن گاه باشد،

نیست. نیوتن-کوتس فرمول
(١٩٩٧) است.» n− ١ تنها کلنشا-کرتیس فرمول دقت مرتبۀ حال این «با

n− ١ تنها n-نقطه ای فرمول یک مرتبۀ که چرا نیست بهینه کلنشا-کرتیس «قاعد ۀ
(٢٠٠٢) است.» ممکن مقدار بیشترین از پایین تر بسیار که است

نتایج گاوس فرمول اینکه دلیل می گویند درسی کتاب های است. گمراه کننده دقت، مرتبۀ بر زیاد أکید ت این
صحیح مطلب این اما است بیشتر آن دقت مرتبۀ که است این می دهد نیوتن-کوتس فرمول به نسبت بهتری
واقع در رونگه. پدیدۀ هم فاصله اند: انتگرال گیری نقاط که است این نیوتن-کوتس فرمول مشکل نیست.
تحلیلی f اگر حتی نیوتن-کوتس فرمول کلی حالت در ،[١٢] کرد ثابت ١٩٣٣ سال در پولیا که همان طور

نیست. همگرا n→ ∞ وقتی باشد،
انتگرالده های همۀ برای روش دو هر دارند. متفاوت کاملا رفتارهایی کلنشا-کرتیس و گاوس فرمول های
کلنشا-کرتیس روش است. هندسی نوع از همگرایی باشد، تحلیلی انتگرالده اگر و هستند همگرا پیوسته
قابل به سادگی [١٧] ٢٠٠۶ سال در والدفوگل الگوریتم از استفاده با یا فوریه٣ سریع تبدیل از استفاده با
گاوس فرمول که باشد این دلایلش از یکی شاید کرده جلب خود به را کمتری توجه اینکه و است پیاده سازی
کلنشا- فرمول دو هر .[٢] ١٩۶٠ سال نه است شده ابداع [۵] ١٨١۴ سال در زیرا دارد، بیشتری قدمت
این علت دومی مورد در هستند. استفاده قابل عمل در باشد، میلیون  چند n اگر حتی گاوس، و کرتیس
روخلین و لیو گلیزِر، توسط چبفان در شده پیاده سازی الگوریتم کمک با می توان را وزن ها و نقاط که است
١Newton–Cotes ٢Clenshaw–Curtis ٣Fast Fourier Transform



٩۶ انتگرال گیری فرمول های و چندجمله ای درونیابی دربارۀ افسانه ٩۶شش انتگرال گیری فرمول های و چندجمله ای درونیابی دربارۀ افسانه ٩۶شش انتگرال گیری فرمول های و چندجمله ای درونیابی دربارۀ افسانه شش

فکر که است نادرست باوری دیگر سو، این به گلیزر-لیو-روخلین کار زمان از واقع (در آورد به دست [۶]
دارد). کارایی n کوچک مقادیر برای فقط گاوس فرمول کنیم

کلنشا- فرمول به نسبت برابر دو سرعت با گاوس فرمول داریم انتظار برابر، دو دقت مرتبۀ به توجه با
[−١, ١] حول مختلط صفحۀ از بزرگ ناحیۀ یک در f که حالتی بجز نیست! چنین ولی شود. همگرا کرتیس
است. همگرا گاوس فرمول سرعت همان با کلنشا-کرتیس فرمول که دید نوعی به طور می توان باشد، تحلیلی

شده ایم. کشیده تصویر به را f(x) = exp(−١/x٢) تابع برای خطا منحنی های مثال، برای

کراندار١ تغییر با νاُم مشتق دارای f اگر کرده ام. موشکافی ٢٠٠٨ سال به قضیه ای در را مشاهده این
مضرب اینجا در که است همگرا O(V (٢n)−ν) آهنگ با گاوس فرمول داد نشان می توان باشد، V
همان و O(V (٢n)−ν) آهنگ همان که است مدعی قضیه است. برابر دو دقتش که می دهد نشان ٢
خصوصی) گفتگوی یک (در بورنمن (فولکمار می آید. به دست هم کلنشا-کرتیس فرمول برای ٢ مضرب

داد.) بهبود n برای بیشتر توان یک به می توان را آهنگ ها این دوی هر احتمالا که کرد اشاره
است درست است. ١٩۶٨ سال به [١٠] اشمیت و اُهارا به منسوب شگفت انگیز نتیجۀ این تبیین
دقیق به طور را . . . ،Tn+٢ ،Tn+١ چبیشف چندجمله ای های n)-،نقطه ای + ١) گاوس فرمول که
کلنشا- فرمول که خطایی اما نیست؛ چنین کلنشا-کرتیس فرمول مورد در که حالی در می کند انتگرال گیری
چندجمله ای های با آنها نمودن مستعار شامل می کند تولید چندجمله ای ها این از انتگرال گیری برای کرتیس
می شود، چنین وقتی است٢. جدید چندجمله ای های از دقیق انتگرال گیریِ و . . . ،Tn−٢ ،Tn−١ چبیشف
کلنشا-کرتیس فرمول چرا می دهد نشان که است O(n−٣) فقط Tn−k و Tn+k انتگرال های اختلاف

می دهد. نشان دقتش مرتبۀ که است آن از دقیق تر بسیار
،٠ ⩽ j ⩽ n ،xj چبیشف نقاط برای شوند. داده نمایش In(f) با سیگما و I(f) با انتگرال (٠ . ١) در کنیم فرض ٢

نسبت Tn−k و Tn+k می گویند اصطلاحاً .Tn+k(xj) = Tn−k(xj) کرد ثابت می توان ٠ ⩽ k ⩽ n برای و
که کرد ثابت می توان رابطه این به کمک می گویند. (aliasing) مستعارنمایی پدیده این به یکدیگرند. مستعار xj نقاط به
صفر با برابر I(Tj) چون .In(Tn−k) = I(Tn−k) کلنشا-کرتیس، دقت مرتبۀ به توجه با و In(Tn+k) = In(Tn−k)

I(Tn+k)−In(Tn+k)-م. = O(n−٣) می گیریم نتیجه باشد، زوج j اگر است ٢/(١−j٢) با برابر و باشد فرد j اگر است
١bounded variation



ترفتن نیک لوید ترفتن٩٧ نیک لوید ترفتن٩٧ نیک لوید ٩٧

فرمول از بهتر خیلی گاوس فرمول شاید است. بهینه گاوس انتگرال گیری فرمول :۵ افسانۀ
فرمول های برای طلایی استاندار یک است: دقیق ممکن حد تا می رسد نظر به اما نباشد، کلنشا-کرتیس

انتگرال گیری.
(١٩٨٢) باشد.» گاوسی فرمول که است ماکزیمم وقتی «دقت

استفاده تابع مقداریابی بار n از که قاعده هایی همۀ بین در داد نشان می توان واقع «در
می کند.» تولید را تخمین دقیق ترین زیاد احتمال به گاوسی n-نقطه ای قاعدۀ می کنند،

(١٩٨٩)
فرمول است. متفاوت شد، داده توضیح ۴ افسانۀ در آنچه با کاملا که دارد وجود اینجا در دیگر بدفهمی یک
(یک طرفه) اریب معیار یک این اما شود؛ اندازه گیری چندجمله ای دقت مرتبۀ با که است بهینه وقتی گاوس

است.
نقاط به نسبت بیشتری تفکیک پذیری١ِ بازه، انتهای دو در آنها نیست: یکدست چندجمله ای ها قدرت
می توان که معنا این به باشد تحلیلی [−١, ١] روی f(x) تابع کنیم فرض مثال، برای دارند. بازه میانۀ
تقریب های صورت این در داد. گسترش مختلط صفحۀ در [−١, ١] همسایگی یک به تحلیلی به طور را آن
O(ρ−n)همگرا هندسی آهنگ با تقریب، بهترین یا لژاندر یا چبیشف درونیاب های از اعم f چندجمله ای
باشند، نزدیک [−١, ١] به چقدر صفحه در f (قطب های) تکین نقاط اینکه اساس بر آهنگ این که هستند
با بیضی بزرگترین بزرگِ نیم قطر و کوچک نیم قطر طول های مجموع ρ دقیق تر، به طور می شود. تعیین
لاغرتر انتهایی نقطۀ دو نزدیکی در بیضی  اما است. کراندار و تحلیلی آن درون در f که است ±١ کانون های
همگرایی آن گاه باشد، x٠ = iε نقطۀ در تکینی یک دارای کوچک εی به ازای f اگر است. میانی نقطۀ از
داشته تکینی ١ + ε در f اگر دیگر، سوی از .ρ ≈ ١ + ε که می آوریم به دست را O(ρ−n) آهنگ با
که تابع یک است. سریع تری بسیار همگرایی با متناظر که ρ ≈ ١ +√٢ε داریم ρ پارامتر برای باشد،

است. همگرا ٠٫٠١i در تکینی یک با تابعی از سریع تر بار ١۴ حدود دارد، تکینی ١٫٠١ در
کلنشا-کرتیس، و گاوس فرمول دو هر شامل چندجمله ای ها با ساخته شده انتگرال گیریِ فرمول های
لزوم بر دلیلی واقع در اما است اجتناب ناپذیر نظر به امر این می دهند. نشان را مشابهی نایکنواختی
می توان متغیر تغییر یک با ندارد. وجود چندجمله ای ها روی از (٠ . ١) انتگرال گیری فرمول استخراج
توابع، از بسیاری مورد در که ساخت پیوندی٢ چندجمله ای های با درونیابی بر مبتنی دیگری فرمول های
مقاله های از یکی در ایده این است. کلنشا-کرتیس یا گاوس فرمول  از سریع تر بار π/٢ تا آنها همگرایی
سال در [١١] تَل-ایزِر و کُسلُف از قدیمی تری کار با و است شده ارائه ٢٠٠٨ سال در [٨] هیل نیک و من

است. مرتبط ١٩٩٣
١resolution ٢transplanted polynomials



٩٨ انتگرال گیری فرمول های و چندجمله ای درونیابی دربارۀ افسانه ٩٨شش انتگرال گیری فرمول های و چندجمله ای درونیابی دربارۀ افسانه ٩٨شش انتگرال گیری فرمول های و چندجمله ای درونیابی دربارۀ افسانه شش

f کنیم فرض کردیم. پیشنهاد من و هیل که می آید  به کار تبدیلی روش های از یکی برای زیر قضیۀ
فرمول که حالی در آن گاه باشد. تحلیلی ε ⩽ ٠٫٠۵ به ازای [−١, ١] ε-همسایگی یک در که باشد تابعی
سریع تر ۵٠٪ گاوس شدۀ تبدیل فرمولِ است، همگرا In − I = O((١ + ε)−٢n) آهنگ با گاوس
شده آورده f(x) = ١)/١ + ٢۵x٢) برای نموداری اینجا در .In − I = O((١ + ε)−٣n) است:

است.

گاوس فرمول از سریع تر بار π/٢ تا n→ ∞ وقتی انتگرال گیری فرمول های برخی که حقیقت این
است. مهم مفهومی به لحاظ ولی باشد، نداشته زیادی اهمیت عملی به لحاظ است ممکن هستند،

ویلکینسون١ جیم توسط ما افسانۀ آخرین است. خطرناک چندجمله ای ریشه یابی :۶ افسانۀ
تحصیلات دورۀ درس دو و بود من الگوی شخصیتی] نظر [از او است. آمده به وجود (١٩١٩-١٩٨٩)
ایس٣ پایلوت رایانۀ روی تورینگ٢ آلن با کار هنگام ویلکینسون گذراندم. او با استنفورد در را تکمیلی
طرز به پایین درجۀ از حتی چندجمله ای یک ریشه های محاسبۀ برای تلاش ها که دریافت ١٩۵٠ سال در

کرد. منتشر و چاپ گسترده به طور را کشف این او می خورند. شکست ناخوشایندی
روش های همۀ در شدید ذاتی محدویت بر توجه تمرکز فصل این در ما اصلی «هدف

(١٩۶٣) است.» بوده چندجمله ای ها ریشه های یافتن برای عددی
(١٩٩٢) هستند.» بدوضع چندجمله ای ها از برخی «هشدار:

عبارت همچنین او است. آمده [٢٠] کردن گرد خطاهای مورد در ویلکینسون کتاب از نقل قول اولین
شوونه۵ جایزۀ که کرد ابداع ١٩٨۴ سال به مقاله ای عنوان برای را پیمان۴» سست «چندجمله ای خاطره انگیز

[٢١] کرد. خود آنِ از را ریاضی۶ توصیفی مقالۀ برجسته ترین برای
١Jim Wilkinson ٢Alan Turing ٣Pilot Ace computer ۴perfidious polynomial ۵Chauvenet prize
۶outstanding mathematical exposition



ترفتن نیک لوید ترفتن٩٩ نیک لوید ترفتن٩٩ نیک لوید ٩٩

به عنوان مشخصی چندجمله ای های ریشه های شدید بسیار بدوضعی کرد کشف ویلکینسون آنچه
به شکل ضرایبش با pn چندجمله ای یک کنیم فرض به ویژه بود. ضرایب شان از توابعی

a٠ + a١x+ · · ·+ anx
n

پیش مشکلی هیچ باشد، داشته ریشه مختلط صفحۀ در واحد دایرۀ نزدیک pn اگر باشد. شده مشخص
‘roots’ دستور با دقیق به طور را آنها می توان و هستند ak ضرایب از خوش وضع توابعی آنها نمی آید:
حال این با کرد. محاسبه است، ضرایب شامل همزاد١ ماتریس یک ویژۀ مقادیر محاسبۀ بر مبتنی که متلب
عملا که آنجا تا باشند، بدوضع بسیار است ممکن [−١, ١] بازۀ درون ریشه های مانند دایره از دور ریشه های
[−١, ١] روی چندجمله ای ها برای بد نمایی به طور پایۀ یک xk تک جمله ای های نباشند. محاسبه  قابل

می دهند. تشکیل
از توابعی به عنوان چندجمله ای ها ریشه های وضعیت مورد در چیزی که است این بالا استدلال نقص
نمونه های بر مبتنی [−١, ١] روی کارآمد ریشه یابی روش یک داشتن دست در برای نمی گوید. مقادیرشان
چندجمله ای های که xk تک جمله ای های کنیم: ترمیم را پایه که است این داد انجام باید آنچه تمام نقطه ای،
جایگزین متعامدند، بازه این روی که Tk(x)چبیشف چندجمله ای های با را هستند واحد دایرۀ روی متعامد
a٠T٠(x)+ a١T١(x)+ · · ·+ anTn(x) به شکل ضرایبش با pn چندجمله ای یک کنید فرض کنید.
ak ضرایب از خوش وضع توابعی آنها باشد، [−١, ١] نزدیک ریشه هایی دارای pn اگر است. شده مشخص
محاسبه همکار٢» «ماتریس یک شامل ویژه مقدار مسئلۀ یک حل با دقیق به طور را آنها می توان و هستند

شده اند. کشف ١٩۶١ سال در [٧] گود و ١٩۵٧ سال در [١۵] اشپخت توسط جزئیات کرد.
به شکل شده بیان چندجمله ای یک با آن تقریب با را [−١, ١] بازۀ روی f تابع ریشه های چبفان
١٠٠ از بیشتر درجه اگر و می آورد به دست همکار، ماتریس با ویژه مقدار مسئلۀ یک حل سپس و چبیشف
را ایده ها این می کند. تقسیم زیربازه هایی به بازگشتی به طور را بازه آن، دادن تقلیل برای نخست باشد،
دردسر نه تنها چندجمله ای ریشه یابی دارند. فوق العاده ای کارایی و کرد ابداع ٢٠٠٢ سال در [١] بوید جان
به ریشه یابی مسائل همۀ بین در مسئله رام شدنی ترین شود، مطرح سبک این به وقتی بلکه ندارد، خاصی
تمام یافتن برای محاسباتی (n٢)Oعمل تنها با سرتاسری به طور را مسئله این می توانیم زیرا می آید، چشم

کنیم. حل بالا دقت با بازه یک در ریشه ها
درجۀ از چندجمله ای یک با چبفان در [−١, ١] روی f(x) = sin(١٠٠٠πx) تابع مثال، برای
و می برد زمان ثانیه ٢ من لپ تاپ روی [−١, ١] در ریشه  ٢٠٠١ تمام یافتن می شود. زده تقریب ۴٠٩١

است. ۴٫۴ × ١−١٠۶ دقیق مقادیر از انحراف بیشترین
١companion matrix ٢colleague matrix
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چبفان در می شود. ارائه بازه یک روی چندجمله ای ها ریشه یابی کارایی از دیگری تصویرسازی اینجا در
دستور سپس و رسم را f(x) = exp(x/٢)(sin(۵x) + sin(١٠١x)) تابع

plot(r,f(r),'.') r=roots(f-round(f)),

نقاطی همۀ مکان یابی برای را چندجمله ای ریشه یابی مسئلۀ صدها از مجموعه ای رشته این کرده ایم. اجرا را
این می کند. رسم نقطه علامت با را آنها و می گیرد نیم صحیح یا صحیح مقدار آنها در f که می کند حل

می برد. زمان ثانیه ٢٣ محاسبه

چندجمله ای ها با محاسبه مطالعۀ که بدفهمی هایی دربارۀ دیگر دیدگاهی به اشاره با را بحثم نتیجه گیری.
درونیابی که داد نشان می توان x = cos θ متغیر تعویض با می برم. پایان به است، داده قرار تأثیر تحت را
کسینوسی و سینوسی سری های با متناوب توابع درونیابی با هم ارز چبیشف نقاط روی چندجمله ای ها با
گرفت نادیده را نکته این نمی توان و است گسسته فوریۀ آنالیز موضوع دومی است. هم فاصله نقاط روی
تبدیل مورد در کس هیچ دارد، وجود چندجمله ای ها با محاسبه ایمنی دربارۀ گسترده ای تردید که حالی در که
چندجمله ای، و فوریه درونیاب های بین تفاوت بزرگترین شاید اینکه سرانجام نیست! نگران فوریۀ سریع

باشد. آنها شهرت در تفاوت

هزینه ای: هیچ بدون پاداش، یک هم این و

کار این که بود ١٧٧٩ سال در [١٨] وِیرینگ کرد. کشف را لاگرانژ درونیابی لاگرانژ :٧ افسانۀ
کردند. استفاده فرمول این از ١٧٩۵ سال در لاگرانژ و ١٧٨٣ سال در اویلر کرد! را



ترفتن نیک لوید ترفتن١٠١ نیک لوید ترفتن١٠١ نیک لوید ١٠١
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